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“Caminhante, são os teus passos 
o caminho e nada mais; 
Caminhante, não há caminho, 
O caminho faz-se a andar. 
A andar faz-se o caminho, 
e ao voltar a vista atrás 
vê-se a senda que nunca 
se há-de voltar a pisar. 
Caminhante não há caminho 
só sulcos no mar.” 
 
[Antonio Machado (1875-1939)] 
(Proverbios y cantares XXIX) in Campos de Castilla 
 
“All truths are easy to understand once they are 
discovered, the point is to discover them.”  
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Esta dissertação aborda a modelagem constitutiva do osso e o estudo do 
remodelamento ósseo. É comum encontrar na literatura a idéia de que a remodelação óssea 
aparece não só como uma adaptação funcional, mas também como a necessidade de remoção 
de danos da estrutura óssea na forma de microfissuras e microfraturas. Recentemente, a teoria 
da termodinâmica com variáveis internas tem sido aplicada à modelagem constitutiva dos 
materiais vivos. Segundo essa teoria, o comportamento constitutivo de um material é 
completamente definido por dois potenciais termodinâmicos: um potencial de energia e um 
potencial de dissipação. As leis de estado que relacionam variáveis de estado (deformações e 
variáveis internas) com variáveis associadas (tensões e forças termodinâmicas) são obtidas a 
partir do potencial de energia, enquanto as leis de fluxo derivam do potencial de dissipação. A 
energia livre de Helmholtz foi utilizada para definição do potencial de energia. O processo de 
remodelação óssea acopla ações de reabsorção e formação óssea, processos esses executados 
pelas células ósseas osteoclastos e osteoblastos. As variações hormonais também atuam como 
inibidores e/ou ativadores destas células, assim como os níveis de deformação. O objetivo 
deste trabalho é o desenvolvimento de um modelo numérico-computacional que permita 
simular o comportamento do tecido ósseo submetido a cargas. Como aplicação da teoria foi 
modelado um exemplo do tratamento ortodôntico. O Método dos Elementos finitos é utilizado 
para a discretização espacial e a resolução das equações de equilíbrio e das equações 
constitutivas são resolvidas por algoritmos de programação matemática. A região de tensões 
generalizadas admissíveis, por sua vez, surge naturalmente na abordagem termodinâmica 
quando a forma do potencial de dissipação é conhecida previamente. Evidencia-se que é 
possível formular modelos constitutivos para materiais vivos segundo o enfoque 
termodinâmico, aplicando técnicas e conceitos bem estabelecidos da análise convexa e da 
otimização. Demonstra-se que, para o modelo em estudo, o potencial de dissipação pode ser 
obtido a partir da resolução de um problema de otimização pela técnica de multiplicadores de 
Lagrange. As simulações foram realizadas com um programa desenvolvido na linguagem 
FORTRAN onde foi possível analisar a distribuição de tensões, deformações, rigidez e 
densidades na matriz óssea utilizando um pós processamento no software Paraview ®, que 
possui código aberto e utiliza rotinas em VTK (Visualization Tool Kit). 
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This dissertation deals with the constitutive modeling of the bone and the study of 
bone remodeling. It has been common to find in literature the idea of that bone remodeling 
happens not only as a functional adaptation, but as the need for removal of damage to bone 
structure in the form of microcracks and microfractures. Recently, the theory of 
thermodynamics with internal variables has been applied to constitutive modeling of living 
materials. According to this theory, the constitutive behavior of a material is completely 
defined by two thermodynamic potentials: an energy potential and a dissipation potential. The 
laws that relate the state variables (deformations and internal variables) with associated 
variables (stresses and thermodynamic forces) are obtained from the potential energy, while 
the laws of flow are derived from the dissipation potential. The Helmholtz free energy was 
used for the definition of potential energy. The process of bone remodeling engages actions of 
bone formation and resorption, these processes are done by bone cells osteoblasts and 
osteoclasts. The hormonal changes also act as inhibitors and/or activators of these cells, 
and levels of deformation. The aim of this dissertation is the development of a numerical-
computational model that allows simulating the behavior of bone subjected to loads. There is 
one exemple of simulation of the orthodontic treatment as an application of the teory. The 
Finite Element Method is used for discretization and resolution of the equations of 
equilibrium; the constitutive equations are solved by algorithms of the mathematics 
programming. The region of admissible generalized stress, in turn, occurs naturally in the 
approach when the shape of the thermodynamic potential of dissipation is known beforehand. 
The work shows that it is possible to formulate constitutive models for materials live in the 
focus of the thermodynamic teory, applying techniques and concepts of well-
established convex analysis and optimization. It is shown that for the model in study, the 
dissipation potential can be obtained from the resolution of an optimization problem by the 
technique of Lagrange multipliers. The simulations were performed with a program 
developed in the programming language FORTRAN which could analyze the distribution of 
stresses, strain, stiffness and density in the bone matrix using a post processing in the software 
Paraview ® using the open-source scripts VTK (Visualization Tool Kit). 
 
Keywords: Bone remodeling, Generalized thermodynamic potentials, Orthodontic 




A biomecânica é a área da bioengenharia em que os princípios da mecânica são 
aplicados aos organismos vivos. Essa abordagem pode ser encarada em múltiplas escalas de 
estudo, desde a molecular, onde as células e processos bioquímicos são considerados até a 
escala macroscópica no nível dos tecidos e órgãos.  
As referências iniciais relativas à biomecânica remontam à antigüidade clássica e 
pertencem a Aristóteles, que registrou as primeiras observações sobre o ato de caminhar do 
homem e dos animais, como conseqüência da ação dos membros inferiores e patas contra o 
solo. Com o final da idade média e início do Renascimento outros pesquisadores puderam 
contribuir para esta área do conhecimento. Galileu Galilei, em 1638, foi um dos primeiros a 
argumentar que o formato dos ossos estava relacionado com cargas aplicadas (Ascenzi, 1993). 
A natureza dessa dependência foi descrita por Wolff (1986), que propôs que toda 
mudança na forma ou função de um osso vivo é seguida por adaptações de sua estrutura 
interna e de seu formato externo.  
A investigação sobre o domínio do crescimento e remodelação de um tecido qualquer 
como uma resposta às cargas aplicadas vem sendo estudada por diversos autores. Por 
exemplo, os efeitos da elevação da pressão arterial sobre a parede das artérias, o 
comportamento dos cardiomiócitos dentro de um coração em um infarto cardíaco, o 
crescimento ósseo em resposta ao exercício físico têm sido amplamente considerados como 
casos em que tecidos vivos sofrem o remodelamento como uma consequência direta das 
cargas aplicadas (Hong and Barlett, 2008). 
Áreas do conhecimento como a química, a biologia molecular e a biologia celular têm 
muito a oferecer na forma de explicar as propriedades ativas e passivas de tecidos vivos. Por 
exemplo, em contrações musculares, a ligação da miosina à actina é baseada em uma reação 
bioquímica envolvendo íons cálcio e ATP (Hong and Barlett, 2008). 
O estudo do remodelamento ósseo mostra-se fundamental quando observamos os 
casos de doenças ósseas relacionadas ao envelhecimento. A Osteoporose representa uma 
grande preocupação para a saúde pública, que afeta mais de 15 milhões de pacientes nos 
Estados Unidos e custa um bilhão de dólares por ano em despesas médicas (Rosenberg, 
1994). Estima-se que 25% das mulheres com mais de 65 anos podem sofrer uma fratura óssea 
como resultado da osteoporose (Tohmé et al., 1995). O hormônio PTH foi considerado um 
causador de perda óssea, no entanto, alguns trabalhos demonstraram que administração 
intermitente de PTH causa a formação óssea (Dobnig e Turner, 1995).  
No estudo dos modelos constitutivos para a remodelação óssea, diversos fenômenos 
podem ocorrer: o tecido ósseo pode crescer (modelação), modificar a sua forma 
(remodelação) ou se reparar, quando fraturado. O crescimento ocorre durante a infância, onde 
18 
 
há alteração da forma e do tamanho dos ossos. A remodelação interna ocorre durante toda a 
vida, onde acontece a renovação da organização estrutural interna do osso, desempenhando 
importante papel no reparo de microdanos e manutenção da integridade mecânica. 
Finalmente, a auto-reparação, ou cicatrização, ocorre na presença de alguma fratura. A 
remodelação é um processo biológico onde fatores hormonais, juntamente com variações da 
pressão local sobre as membranas celulares ativam ou inibem a formação ou o 
desaparecimento dos tecidos. (Doblaré, et al., 2004). Costuma-se idealizar uma regra 
potencial para se determinar computacionalmente o resultado que essa hipótese produz nas 
estruturas dos tecidos e nas morfologias reais para, na seqüência, compará-las com resultados 
experimentais realizados “in vivo” e “in vitro”.  
Pesquisadores têm comparado os resultados das diversas teorias de diferenciação óssea 
com resultados de experimentos em animais, mas ainda está longe de se chegar a uma 
definição de qual é a teoria de mecano-diferenciação e mecano-regulação mais aceita. 
(Rüberg, 2003). O conhecimento das tensões e deformações em um calo de fratura, ou ao 
redor de um implante, e sua influência na diferenciação dos tecidos pode conduzir a uma 
compreensão melhor dos processos mecanicamente controlados de diferenciação dos tecidos. 
Além disso, podem ajudar a melhorar os tratamentos de fraturas, os tratamentos ortodônticos, 
os projetos de implantes entre outras aplicações da área da saúde. 
O estudo quantitativo do remodelamento ósseo está se intensificando nos últimos anos 
e tem um grande potencial para se tornar um artifício no auxílio do tratamento de casos 
clínicos. Os distúrbios da oclusão são casos clínicos muito comuns na ortodontia e um grande 
número de aparelhos ortodônticos vem sendo aplicados inclusive entre indivíduos adultos.  
A oclusão é o ramo da odontologia que estuda as relações de mordida entre a arcada 
dentária superior e inferior. Essa relação dinâmica, morfológica e funcional envolve os 
componentes do órgão mastigatório, dos quais, os dentes, as estruturas de suporte dos dentes, 
o sistema neuromuscular, as articulações temporomandibulares e o esqueleto crâniofacial o 
constituem. Os movimentos mandibulares são coordenados e diretamente ligados ao sistema 
neurológico, o que explica o deslocamento mandibular para um dos lados e mudança do eixo 
do corpo, em decorrência de interferências oclusais e contatos prematuros, por exemplo. 
Essas condições podem provocar tensão, fadiga, hiperatividade, espasmos e dor nos músculos 
da mastigação e nos posturais da cabeça e pescoço enquanto a alteração oclusal não for 
corrigida. Esses fatos mostram a importância da oclusão para o sucesso dos tratamentos 
restauradores e/ou reabilitadores de reprodução dos movimentos mandibulares. Uma das 
conseqüências dos distúrbios resultantes de uma má oclusão é o aparecimento de trauma do 
periodonto, que apresenta maior capacidade de deformação, e de desordens da articulação 
temporomandibular, que podem mesmo chegar a patologias graves da mesma. Outra 




1.1.1. Objetivos Gerais 
 
Desenvolver um modelo numérico-computacional que permita simular o 
comportamento constitutivo do osso a partir de potenciais termodinâmicos com o auxílio da 
análise convexa. 
1.1.2. Objetivos Específicos 
 
a) Aplicar a teroria da termodinâmica com variáveis internas e técnicas da análise 
convexa à modelagem do comportamento mecânico dos ossos; 
b) Programar um algoritmo adequado à resolução da equação constitutiva; 
c) Programar um algoritmo adequado à resolução do problema de equilíbrio global; 
d) Aplicar o método dos Elementos Finitos à discretização espacial do problema de valor 
de contorno nos exemplos propostos; 
e) Realizar simulações que descrevam comportamentos reais com o programa 
desenvolvido; 
 
1.2. Estrutura do Trabalho 
 
O presente trabalho está dividido em nove capítulos, o capítulo 1 apresenta a 
introdução com os objetivos gerais e específicos do trabalho. 
A revisão bibliográfica é apresentada no segundo capítulo, onde a matriz óssea é 
conceituada e definida em função de suas propriedades de estrutura, composição e 
mineralização. Em seguida é feita uma revisão sobre as características mecânicas e 
experimentais do osso e sobre a danificação que ocorre no processo de remodelamento ósseo. 
No capítulo 3 é apresentada a segunda lei da termodinâmica, a lei de dissipação e a 
energia livre utilizada no trabalho. São discutidas as variáveis de estado, variáveis internas 
externas que atuam no mecanismo de remodelamento ósseo. 
A formulação variacional em taxas e incrementos finitos é apresentada no capítulo 4 e 
os algoritmos utilizados para resolver a formulação em incrementos estão descritos no 
capítulo 5. Os métodos numéricos estão apresentados no capítulo 5: o Método dos Elementos 
Finitos, o Método de Quase-Newton e o Método de Newton-Raphson. 
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O capítulo 6 é dedicado à modelagem de três exemplos: um unidimensional e dois 
bidimensionais, representando um corpo de prova, uma trabécula e uma aplicação na 
ortodontia, respectivamente. A apresentação dos resultados desses exemplos é feita no 
capítulo 7 onde também é feita uma discussão sobre a teoria e os resultados obtidos. 
A conclusão, discussão dos resultados e as sugestões futuras são descritas no capítulo 




2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
O tecido ósseo é um material vivo que tem a função de formar o esqueleto e 
conseqüentemente proporcionar locomoção e proteção ao organismo. Ele é sujeito a 
carregamentos permanentes e transientes causados por atividades diárias e eventualmente a 
carregamentos extremos como conseqüência de acidentes. Ao contrário dos materiais inertes 
esses tecidos são capazes de responder e se adaptar ao seu ambiente. O crescimento ósseo e a 
cura de uma fratura são processos de caráter temporário, já a estrutura interna dos ossos é 
mantida e adaptada por um processo denominado remodelação óssea (Rüberg, 2003). 
Esse processo é responsável pela remoção do micro-dano e conseqüentemente pelo 
aumento da vida útil de um tecido ósseo. Além disso, a adaptação estrutural a mudanças no 
ambiente mecânico desempenha um papel importante no contexto de implantes e próteses. 
Devido ao enorme impacto social causado por doenças como a osteoporose e à falha dos 
implantes e das próteses, avanços no entendimento teórico e na simulação computacional da 
remodelação óssea são de grande importância. 
Embora os primeiros modelos fossem capazes de predizer boas aproximações do 
comportamento real de um osso, uma abordagem quantitativa era impossível e muitos 
aspectos biológicos foram negligenciados. Recentemente, muitos modelos têm sido 
publicados levando em consideração aspectos da microestrutura e das atividades celulares 
(Rüberg, 2003).  
2.1. Tecido Ósseo 
 
 Em geral os formatos dos ossos podem ser classificados em três grupos: curtos, chatos 
e longos. Os ossos curtos (por exemplo, o calcâneo no calcanhar) têm extensões similares em 
todas as dimensões, os ossos chatos (crânio, ombros) têm uma dimensão muito menor do que 
as outras duas e ossos longos (fêmur, tíbia, ulna) têm uma dimensão muito maior do que as 
outras duas. Ossos longos têm função mais estrutural enquanto que os ossos chatos têm como 
objetivo principal a proteção. Adicionalmente existem ossos irregulares que não fazem parte 
destas classes e um exemplo típico de ossos irregulares são as vértebras na espinha. A 
ilustração da Figura 2 mostra o esqueleto humano e alguns exemplos de cada tipo de osso. 




 De um ponto de vista mais microscópico existem dois tipos de tecido ósseo: trabecular 
e cortical, facilmente distinguidos pelo seu grau de porosidade. Os tecidos ósseos dos dois 
tipos são envoltos pela medula, que é a fonte de células ósseas e contém vasos sanguíneos e 
nervos. A medula óssea, que, em parte é amarela, funciona como depósito de lipídeos, e, no 
restante, é vermelha e gelatinosa, constituindo o local de formação das células do sangue, ou 
seja, de hematopoiese. O tecido hemopoiético é popularmente conhecido por "tutano". As 
maiores quantidades de tecido hematopoético estão nos ossos da bacia e no esterno. Nos ossos 
longos, a medula óssea vermelha é encontrada principalmente nas epífises. A medula não será 
considerada de agora em diante pois se admite que ela não tenha influência direta no 
comportamento mecânico do osso para o estudo desta dissertação (Rüberg, 2003).  
 
 
Figura 1– Corte logitudinal de um osso longo. 
(Avancini & Favaretto) 
Figura 2 – Ossos do Corpo Humano. 




A seguir serão apresentados alguns conceitos importantes no desenvolvimento de uma 
teoria para o estudo do remodelamento ósseo. 
 O volume do osso pode ser dividido em duas partes. 
 
VBT VVV            (2.1) 
 
 Onde os índices T, B, V referem-se ao volume total, volume do tecido ósseo e o 
volume de vazios, respectivamente. Há diferença entre osso, que corresponde ao volume total 
TV , e tecido ósseo, que não contém a medula e vazios. Com a definição das partes do volume 










p  1          (2.2) 
 









          (2.3) 
  
sendo Tm  é a massa óssea total, Bm  é a massa de matriz óssea e Vm  é a massa de fluidos. A 





1           (2.4) 
 
onde BBt Vm /  se refere à densidade do tecido de uma espécime imaginária de osso com 
porosidade nula. Esta quantidade geralmente é considerada por um valor constante de 2.0 
g/cm
3
, porém, se for considerada a mineralização, a densidade do tecido ósseo se torna 
variável. O quociente TB VV /  é referenciado como a fração de volume óssea e tem grande 
importância para as propriedades mecânicas do osso. 
 Com estas considerações, os tecidos ósseos podem ser classificados. O osso trabecular 
(também chamado de osso esponjoso) é uma estrutura muito porosa achada em ossos curtos e 
chatos assim como no final de ossos longos. Sua alta porosidade varia entre 0.75 e 0.95. Os 
poros são interconectados e preenchidos pela medula, a matriz mineralizada é composta por 
uma estrutura em placas formando as trabéculas que têm espessura de aproximadamente 
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m200  (Rüberg, 2003). Na Figura 3 e na Figura 4 estão representadas fotos de ossos 
trabecular e cortical. 
 
Figura 3 - Foto de um osso trabecular. 
(MARTIN el al ., 1998 apud Rüberg, 2003) 
  
 
Figura 4 - Fotos dos dois tipos de osso: trabecular e cortical 
(MARTIN el al ., 1998 apud Rüberg, 2003) 
 
Ao contrário do osso trabecular, o osso cortical (ou compacto) tem uma porosidade 
muito baixa: entre 0,05 e 0,10. Esse osso, que forma aproximadamente 80% de um esqueleto 
maduro, pode ser encontrado tanto na cobertura (córtex) em torno do osso trabecular ou como 
a diáfise dos ossos longos. Os poros no osso cortical são preenchidos por canais haversianos 
(Figura 6) que contêm capilares e nervos e têm um diâmetro de aproximadamente m50 , os 
canais de Volksmann, que são conexões transversas dos canais haversianos. No osso cortical 
também existem cavidades de reabsorção, que são espaços temporários de remodelação de 
diâmetro próximo a m200 . Os ósteons são células ósseas que estão dispostas em paralelo ao 
longo eixo do osso cortical.  
Na Figura 5 a seção transversal da diáfise de um osso longo é apresentada, o desenho 




Figura 5 – Osso Cortical e Osso Trabecular. Imagem representando uma seção 
transversal de um osso longo humano.  




O Canal Haversiano circunda vasos sangüíneos e células nervosas ao longo de todo o 
osso e se comunica com osteócitos através de canalículos. Este arranjo único interliga as 
células ósseas aos depósitos de sal mineral e é por onde é feito o seu armazenamento, que 
permite ao tecido ósseo alterar sua rigidez (Robling, et al., 1999). 
Outro constituinte que não é considerado tecido ósseo é o periósteo que cobre a 
superfície externa de todos os ossos para além das regiões das articulações sinoviais e dos 
 
Figura 6 – Ósteon, Osteócito e Canais Haversianos 
Fonte: Robling, et al., 1999. 
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ligamentos. Ele possui uma parte importante na contribuição do fornecimento de sangue aos 
ossos e, além disso, contribui para o crescimento ósseo e para a cura das fraturas, tendo maior 
capacidade de atuação nos ossos das pessoas quando crianças, diminuindo com o 
envelhecimento. Embora muito fino no esqueleto humano, o periósteo participa da 
remodelação óssea durante a vida das pessoas. No entanto, é de pequena importância no 
contexto do comportamento mecânico e não será considerado nesta dissertação. 
2.2. Composição do Osso 
 
 A matriz ou tecido ósseo consiste de componentes orgânicos e inorgânicos. A parte 
orgânica (também conhecida como osteóide) é aproximadamente 20% da massa total e 
contém basicamente colágeno, 65% são compostos de matéria inorgânica ou mineral e a água 
completa o restante (Buckwalter et al., 1995). 
 Colágeno é uma proteína que pode se organizar como fibras. Ele fornece à matriz 
flexibilidade, resistência à tração e local para a instalação de cristais minerais, conforme 
ilustrado na Figura 7. A parte orgânica que não é composta por colágeno tem muito mais 
influência na atividade celular do que na questão estrutural. 
 A fase mineral dá ao osso rigidez, resistência à compressão e serve como um 
reservatório de íons. Essa característica tem a função de troca de íons entre o esqueleto e o 
sangue e é importante para o metabolismo do corpo inteiro. No contexto da estrutura 
mecânica, ele forma junto com a matriz orgânica um material rígido que suporta as forças 
devido às atividades diárias. Esse constituinte mineral é composto basicamente de cristais de 
hidroxiapatita de cálcio ))()(( 26410 OHPOCa  também conhecida como dalita (Buckwalter et 
al., 1995). Ele aparece com uma constituição relativamente impura que varia com a idade. Os 
cristais têm forma parecida com uma haste, com dimensões de 5x5x40 nanômetros. A 
formação dos cristais inorgânicos acontece devido ao processo de mineralização. 
 Essa estrutura composta é porosa. Os vazios chamados lacunas são espaços 
microscópicos conectados por canais que fornecem nutrientes às células ósseas. Um 
milímetro cúbico de tecido ósseo contém até 15.000 lacunas (Hernandez, 2001 apud Rüberg, 
2003). Este tipo de porosidade não será considerada na análise que se seguirá e não deve ser 
confundido com a porosidade do osso determinada pelo volume de vazios VV . 
 Em termos da sua composição, o volume de tecido ósseo BV  pode ser definido como 
mostra a Equação (2.5). 
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AMOB VVVV           (2.5) 
 
sendo os índices O, M e A os constituintes orgânicos, inorgânico ou mineral e a água, 
respectivamente. Considerando a massa seca de osso
 S
m  igual à soma da massa de 
constituintes orgânicos e minerais, ou seja, MOS mmm  . O grau de mineralização é igual à 
divisão entre a massa de minerais e a massa seca, como mostra a Equação (2.6). Um valor 







g            (2.6) 
 
O volume de água não contribui significantemente para o comportamento mecânico do 
osso, portanto será negligenciado e o volume do tecido ósseo será subdividido como mostra a 
Equação (2.7). 
 
MOB VVV            (2.7) 
 
 






2.3. Células Ósseas e o Hormônio PTH 
 
 Apesar de insignificantes na fração de volume e nas propriedades mecânicas, as 
células ósseas estão presentes na origem de qualquer tipo de dinâmica óssea. Existem dois 
tipos de células ósseas, as pertencentes ao conjunto de células tronco mesenquimais e as 
pertencentes ao conjunto de células tronco hematopoiéticas. 
 A linhagem celular mesenquimal tem a ordem: preosteoblasto, osteoblasto e osteócito 
ou célula óssea viva. Todos esses membros têm um único núcleo. Células mesenquimais não 
diferenciadas (chamadas preosteoblastos) são localizadas em canais do osso, na medula ou na 
periferia. Elas podem aparecer de outras fontes (Buckwalter et al., 1995) e são de formato 
irregular. Antes de serem estimuladas para migrar, se proliferar e se diferenciar em 
osteoblastos, elas permanecem no seu estado original. 
 Seus sucessores, os osteoblastos, surgem de um processo que dura entre 2 e 3 dias. 
Eles têm um formato cuboidal, e estão bem próximos um ao outro na superfície do tecido. A 
síntese e a excreção da matriz orgânica é a principal função dessas células e eles excretam a 
uma taxa de aproximadamente diam /1 . Essa velocidade é chamada de taxa de aposição e 
descreve a pilha diária de osteon que está sendo depositada.  
 Um grande número de osteoblastos desaparece por um processo desconhecido 
(Buckwalter et al., 1995) depois de sua vida útil. Mas alguns permanecem no tecido e 
sobrevivem como osteócitos, o tipo de célula óssea que compõe cerca de 90% das células 
ósseas humanas. Eles estão envoltos por osteóides e formam parte da rede celular. Os seus 
relativos mais próximos, que vivem nas superfícies mais externas do tecido, são a linhagem 
celular chamada de osteócitos de superfície. Essas células funcionam na iniciação da 
reabsorção óssea, que é o propósito dos membros de outra linhagem celular. 
 O primeiro passo no processo de reabsorção pode ser a atividade da linhagem celular 
que, quando estimulada, remove a fina camada de osteóides que cobre a matriz mineral. 
Adicionalmente, a rede de células da linhagem mesenquimal é assumida a sentir deformações 
e fluxos potenciais de sangue e desse modo controlar a dinâmica do osso (Rüberg, 2003). 
 Monócitos e osteoclastos são dependentes da linhagem celular hematopoiética. 
Monócitos mononucleares podem ser estimulados para se diferenciar em células precursoras 
que formam os osteoclastos multinucleares pela fusão. A fim de cumprir sua função de 
células de reabsorção óssea, elas ligam-se a superfície do osso e secretam um ácido que 
desmineraliza a matriz inorgânica. Além disso, eles produzem algumas enzimas que 
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dissolvem o colágeno orgânico. Isto é geralmente feito em uma velocidade chamada taxa de 
reabsorção que tem magnitude maior que a taxa de aposição. Terminando sua atividade, eles 
se dividem em células mononucleares que podem ser reativadas (Rüberg, 2003). A Figura 8 
mostra ilustrações das células ósseas. 
 
 
Figura 8 – Células Ósseas (Simões, 2008). 
1. Célula osteogêica (desenvolve-se num osteoblasto) 
2. Osteócito (mantém o tecido ósseo) 
3. Osteblasto (forma o tecido ósseo) 
4. Osteoclasto (reabsorve e destroi o tecido ósseo) 
 
O Osso, maior reservatório de cálcio do corpo, está sempre sobre regulação hormonal 
do hormônio PTH. O hormônio da paratireóide (PTH ou paratormônio) é um hormônio 
secretado pelas glândulas paratireóideas. Ele atua aumentando a concentração de cálcio no 
sangue, ao passo que a calcitonina (um hormônio produzido pela glândula tireóide) atua 
diminuindo a concentração de cálcio. O paratormônio estimula a atividade osteolítica 
(destruidora do cristal apatite do osso), aumenta a absorção renal e intestinal de cálcio e 
aumenta a absorção de vitamina D (Kroll, 2000). 
A regulação da glândula paratiroide é autônoma. São as próprias células da paratiróide 
que analizam a concentração de íon cálcio no sangue que as irriga e respondem aumentando 
(se é baixa) ou diminuindo (se é alta) a síntese e liberação de paratormona, de forma a manter 
a homeostasia do cálcio contribuindo para a homeostase óssea. A Figura 9 mostra uma 
ilustração da localização das glândulas da tireóide e da paratireóide. 
 




Figura 9 – Glândulas da Paratireóide. Dois pares de glândulas endócrinas 
 que se situam embebidas na glândula tiróide. 
 
O PTH estimula a proliferação de precursores de preosteoblastos em preosteoblastos e 
inibe a proliferação de preosteoblastos em osteoblastos. O fator IL6 inibe a proliferação de 
preosteoblastos em osteoblastos, porém estimula a proliferação de preosteoclastos em 
osteoclastos. A Interleucina-6 (IL-6) é um fator crítico no controle dos sistemas imune e 
hematopoiético (Kroll, 2000). Os osteoclastos reabsorvem o osso e liberam cálcio, entretanto 
eles não possuem receptores do hormônio PTH. 
É possível estimar a concentração de células ósseas considerando populações de 
osteoclastos, osteoblastos e precursores de osteoblastos e respectivas taxas de variação regidas 
por equações diferenciais ordinárias (Kroll, 2000 e Lemaire, 2004). A razão entre o número 
de Osteoblastos e Osteoclastos indica o efeito líquido do hormônio PTH na absorção ou 




 O grau de mineralização (também chamado de grau de calcificação) está 
intrinsecamente ligado ao comportamento mecânico do osso e tem grande influência na 
rigidez da matriz óssea.  
 O processo geral é dividido em duas fases: a primeira e a segunda fase de 
mineralização. Eles podem ser distinguidos pela sua velocidade. A primeira parte acontece 
dentro de poucas horas até alguns dias e gera em torno de 60% da fase mineral. Os cristais 
minerais aparecem em zonas vazias separadas pelas fibrilas do colágeno, mas 
progressivamente ocupam todos os espaços disponíveis. A formação de cristais de cálcio e 
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fosfato a partir dos íons de cálcio e de fosfato é considerada uma transformação de fase 
(Buckwalter et al., 1995).  
 Em seguida, o mineral que foi formado continua lentamente a se acumular. Nesta fase 
secundária, o intervalo de tempo de alguns anos é apropriado para mensurar as mudanças 
dependentes do tempo no processo de saturação.  Assim, o esqueleto de uma pequena criança 
é pouco mineralizado, em contraste com um esqueleto mais maduro. Isto explica porque um 
osso de uma criança é mais flexível e resistente a choques, sendo que um osso de um adulto é 
menos resistente. Com o tempo o grau de mineralização aumenta a rigidez do osso, porém 
diminui a flexibilidade. 
 Considerando que a simulação de remodelamento ósseo pode ser processada em 
incrementos ao longo dos dias, a fase inicial de mineralização perde seu significado e será 
desconsiderado para efeito prático. A Equação (2.8) apresenta um modelo razoável para a 







         (2.8) 
  
 O parâmetro gmk  determina o formato da curva, 
0
mg  representa a mineralização inicial, 
resultante da primeira fase e 
max
mg  representa o máximo grau de mineralização (Rüberg, 
2003).  
 
2.5. Características Mecânicas e Experimentais do Osso 
 
O tecido ósseo é um material altamente complexo, pois é um tecido vivo que se 
regenera, tem porosidade, não é homogêneo, é anisotrópico e tem comportamento não linear. 
 Algumas simplificações devem ser aplicadas para poder simular o comportamento 
deste tecido de uma maneira aproximada. O osso será considerado como homogêneo, a 
composição será considerada constante e será considerado como um material contínuo para se 
poder utilizar o ferramental matemático da Mecânica do Contínuo. 
As propriedades elásticas do osso como um material isotrópico linear podem ser 
descritas por apenas dois parâmetro: o módulo de elasticidade ou de Young E  e o coeficiente 
de Poisson  . A relação entre a rigidez do material e a densidade aparente  , Equação (2.9), 




ekEE   )(                    (2.9) 
 Os parâmetros ek e l são constantes ajustáveis a dados experimentais.  
O modelo de Stanford apresenta uma relação parecida (Doblaré e García, 2002) como 
mostram a Equação (2.10) para o módulo de elasticidade e a Equação (2.11) para o 
































                   (2.11) 
 
 Uma aproximação diferente foi descrita por Hernandez et. al, 2001 levando em 
consideração o grau de mineralização. A rigidez do material depende da fração de volume do 
osso TB VV /  e do grau de mineralização mg , como mostra a Equação (2.12). Uma 





























                   (2.13) 
 Aplicando estas expressões a um osso cortical totalmente mineralizado ( 7.0mg ), 
fração de volume de 95%, chega-se aos valores 82.27E  GPa e a tensão última ult = 286 
MPa. A rigidez encontrada é aproximadamente um décimo da rigidez do aço e a tensão de 
compressão é próxima à do aço sendo que o peso específico é um quarto em relação ao peso 
específico do metal. Em outras palavras, o tecido ósseo é muito mais leve e flexível que o aço, 
porém tem a tensão última da mesma magnitude.  
Testes mecânicos uniaxiais de compressão e de tração foram realizados em vértebras 
humanas (Kopperdahl e Keaveny, 1998), com aplicação de carga do tipo servo-hydraulic, ou 
seja, dinamicamente em ciclos. As densidades aparentes iniciais dos dois corpos de prova 




Figura 10 – Diagrama tensão x deformação para duas vértebras humanas com 
diferentes densidades aparentes iniciais (𝝆), (Kopperdahl e Keaveny, 1998). 
 
 A espécie óssea com menor densidade aparente submetida à tração apresentou menor 
módulo de elasticidade e deformação última menor. Os dois diagramas de tensão versus 
deformação apresentaram comportamento não linear para deformações menores que 1.0 %. 
Enquanto que a deformação última apresentada pela vértebra de menor densidade foi menor 
que 2.0 %. O “X” no gráfico indica o ponto onde ocorreu o rompimento do material, que 
aconteceu apenas para o corpo de prova da espécie da vértebra tracionada. Os corpos de prova 
possuiam formato cilíndrico com 8 mm de diâmetro e 25 mm de altura como mostra 
ilustração da Figura 11. 
 
 






2.6. Dano no Osso 
 
 O dano na matriz óssea tem um importante papel no início do remodelamento ósseo. O 
tecido ósseo é um material mais frágil do que dúctil e os efeitos plásticos e viscoelásticos são 
geralmente desconsiderados nas análises. Como mostrado por Jepsen et al., 2001, o espectro 
completo de acumulação de microfissuras, escoamento plástico e viscoso (creep) existem, 
porém neste trabalho será considerado apenas o primeiro destes fenômenos inelásticos. Isto é 
necessário para diminuir o grau de complexidade do problema. 
 A maneira mais fácil de descrever o processo de danificação é introduzindo uma 
variável de estado que representa o estado do dano em cada ponto material. Esta variável é 
então associada com a perda de rigidez seguindo os princípios da mecânica do dano. A 
relação entre essa variável global (o escalar d no caso isotrópico ou o tensor D no caso 
anisotrópico) e os efeitos microscópicos é altamente complexa, no entanto, a variável do dano 
fornece uma “medida” das microfissuras. Uma fissura influencia localmente no 
comportamento mecânico do tecido ósseo. No local onde ela ocorreu surgem concentrações 
de tensões e a possível abertura da fratura pode se propagar em uma direção e comprometer a 
integridade da estrutura, além de afetar as propriedades materiais globais do osso.  
 Alguns resultados retirados de Jepsen et al., 2001, mostram que a densidade de fratura 
varia entre 0 e 760 fissuras/cm
2
 e o comprimento da fissura entre 2 e 88 micrometros. Estes 
resultados foram retirados de seções do osso humano e variam muito com a idade, gênero ou 
grupo étnico.  
 É comum a definição de dano como a perda de rigidez com respeito à tensão uniaxial, 





d                      (2.14) 
sendo 0E  o módulo de Young inicial do material sem dano. Esta expressão é consistente para 
o estado sem danificação, quando 0EE  , e para o estado de falha, quando o dano tende à 
unidade 1d  e o módulo de elasticidade tende a zero 0E . 
 A questão é saber como esta variável evolui. E se suas derivadas em relação ao tempo 
d  ou em respeito ao número de ciclos N/d   são significantes. 
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 O tempo para a falha será denotado por ft  e o correspondente número de ciclos de 
carga de fN . Mantendo a deformação ou a tensão constante, a variável de dano pode ser 
expressa através do tempo normalizado ft/t  ou pelo número de ciclos normalizado fN/N . 
 A Figura 12 mostra um gráfico qualitativo da evolução do dano para compressão e 
tração, dependendo do número de ciclos de carga. A maior diferença é encontrada na fase 
inicial, onde o dano na tração tem um crescimento mais acelerado. Em seguida, tem-se um 
período com pouco crescimento do dano até que sua taxa aumente rapidamente. 
 
 
Figura 12 - Evolução qualitativa do dano para compressão (linha contínua) e tração (linha pontilhada) até o 
momento de fadiga em função do número de ciclos de carga normalizado fN/N  para um nível constante de 
deformação   aplicado. 
  
 Funções para a este tipo de representação da evolução do dano com o tempo podem 









1                    (2.15) 












                  (2.16) 
 
para tração. As relações (2.15) e (2.16) coincidem qualitativamente com os formatos das 
curvas experimentais, onde a medida de deformação ~  é utilizada. As constantes C1, C2, C3, 
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C4, C5, 𝛿1 e 𝛿2 são ajustáveis a partir de dados experimentais. Versões destas leis baseadas 
nos níveis de tensão existem, mas os experimentos são usualmente controlados pela 
deformação, pois é mais fácil de ser observado. 
 Regressões lineares e de potência relacionando propriedades mecânicas com a 
densidade aparente (g/cm
3
) para o osso trabecular vertebral humano foram publicadas por 
Kopperdahl e Keaveny em 1998. O número de corpos de prova ensaiados foi igual a 22 para 
compressão e 22 para tração, na Tabela 1 as informações são especificadas.  
 
Tabela 1 - Regressões lineares e de potência relacionando propriedades mecânicas com a densidade aparente 
para o osso trabecular vertebral humano.  
_    Indica que o intercepto da regressão linear teve significância baixa; 
NS Indica que a regressão não foi significante;  
a
     As regressões para o módulo de elasticidade utilizaram n=44 corpos de prova. 
Fonte: (Kopperdahl e Keaveny, 1998) 
 
O módulo de elasticidade, a tensão última e a tensão para o início do dano 
demonstraram correlação positiva com a densidade aparente, como pode se observar pelo 
coeficiente r
2
. As regressões relacionando o módulo de young e a densidade aparente foram 
geradas independentemente do estado de tensões ensaiado (tração ou compressão) como pode 
se observar no caso da regressão linear ilustrada na Figura 13. A Figura 14 ilustra a regressão 
linear e de potência relacionando a tensão de início do dano com a densidade aparente 
(Kopperdahl e Keaveny, 1998). 
Quando a flambagem domina a compressão axial na trabécula, uma lei de regressão de 
potência ajusta a curva que relaciona a tensão compressiva de início do dano e a densidade 
aparente com um expoente 1.6, como ilustrado pelo coeficiente b na compressão da Tabela 1. 
Na tração, onde não ocorre flambagem, a relação entre a tração axial de início do dano e a 
densidade aparente é linear (Figura 14). 
 
  
 E = a + b   E = ab 
 Compressão  Tração  Compressão   Tração 
 a b r2  a b r2  a b r2  a b r2 
Deformação dano (%) 0.66 1.09 0.49   NS   1.24 0.21 0.48   NS  
Deformação última(%)  NS    NS    NS    NS  
Tensão de dano (MPa) -1.40 19.6 0.73  _ 10.1 0.51  32.6 1.60 0.70  10.0 1.04 0.51 
Tensão última (MPa) -1.46 21.9 0.71  _ 13.2 0.47  33.2 1.53 0.68  13.3 1.07 0.47 




Figura 13 – Módulo de Elasticidade na compressão e na tração em função da 
densidade aparente e a regressão linear correspondente (Kopperdahl e Keaveny, 1998). 
 
 
Figura 14 – As tensões de começo do dano na compressão e na tração apresentaram 
forte correlação com a densidade aparente (Kopperdahl e Keaveny, 1998).  
 
Segundo Kopperdahl e Keaveny (1998), a equação que relaciona linearmente a 
densidade aparente (g/cm
3
) com o módulo de elasticidade (MPa) é definida como: 
2100E            (2.17) 
ou ainda, em termos de potência: 
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2,12350E           (2.18) 
Os valores médios das propriedades obtidas nos ensaios, bem como o desvio padrão 
dessas propriedades, são mostrados na Tabela 2. 
 
Observa-se na Tabela 2 que, para valores médios, existe uma diferença das 
propriedades dos ossos na tração e na compressão, o que determina que os dois casos devam 
ser tratados de forma distinta nos modelos de remodelamento ósseo. 
 
Tabela 2 - Médias e desvios-padrão para as propriedades dos ossos. 







































* p-valores para comparação de grupos de tração versus compressão usando testes t-student. 




2.7. Biomecânica e o Tratamento Ortodôntico 
 
A compreensão dos fenômenos físicos, químicos e biológicos envolvidos em um 
tratamento ortodôntico e nos planejamentos e ajustes dos aparelhos ortodônticos permitem um 
melhor domínio da mecânica aplicada, bem como a minimização dos efeitos colaterais 
inoportunos, eventualmente produzidos durante o tratamento. O objetivo do tratamento 
ortodôntico é alcançado através da aplicação de uma carga mecânica de longa duração por um 
dispositivo (aparelho) ortodôntico. Esse dispositivo gera o movimento ortodôntico que é o 
resultado final de uma série de eventos biológicos desencadeados pelos estímulos mecânicos 
(forças) aplicados no tecido ósseo adjacente ao dente. Seu sucesso depende da adoção de uma 
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estratégia correta, onde diversos fatores estão envolvidos. Os movimentos ortodônticos dos 
dentes podem ser induzidos por diferentes sistemas de forças pois diferentes tipos de 
movimentos dentários são produzidos como conseqüência do nível da direção e da duração da 
força aplicada. Essas forças, de pequena magnitude, da ordem de 10 a 120cN, ou seja, 0.1 a 
1.2N, (Proffit & Fields, 2000) são aplicadas nas coroas dos dentes e transferidas para o osso 
alveolar pelo ligamento periodontal (LPD). O deslocamento inicial do dente decorre da 
resposta instantânea ao carregamento aplicado que produz um giro do dente no alvéolo e está 
diretamente relacionada às propriedades materiais das diferentes estruturas envolvidas. Esse 
giro produz tensões e deformações que são distribuídas na região óssea ao seu redor. Nessas 
condições, em geral, a deformação do osso alveolar é reversível e de magnitude muito baixa. 
Se essa deformação for mantida por um tempo muito grande, as tensões e deformações que se 
produzem na região óssea adjacente ao alvéolo ativam processos de remodelação óssea, que 
resultam numa alteração permanente da posição do dente.  
 O movimento do dente acontece em relação a certos eixos e alguns conceitos devem 
ser revisados, para melhor entendimento da mecânica ortodôntica: 
O Centro de massa pode ser definido como o ponto onde se "concentra" a massa de 
um corpo livre no espaço. A aplicação de uma força no centro de massa de um corpo de 
qualquer dimensão faz com que todos os pontos desse objeto se desloquem numa mesma 
direção e magnitude, constituindo o movimento de translação. Uma força aplicada fora deste 
ponto geraria no objeto um movimento de inclinação. 
 
 
Figura 15 - Esquema mostrando a rotação de um dente. 
 
Centro de resistência (CRes): o dente, por sua vez, não está livre no espaço, a sua raiz 
é circundada pelas estruturas de sustentação do periodonto. Nesse caso, existe um ponto que é 
denominado centro de resistência. Uma força simples, atuando no centro de resistência do 
dente, produz um efeito de translação deste dente. O centro de resistência de um dente 
unirradicular está posicionado no terço coronal da raiz, que pode ser obtido multiplicando-se 
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por 0.33 a distância entre a crista óssea e o ápice da raiz. Num dente multirradicular, o centro 
de resistência está localizado próximo à bifurcação ou trifurcação deste (Meireles e Ursi, 
2007). 
Centro de rotação (CRot): quando uma força é aplicada fora do centro de resistência 
do dente, este sofre um movimento que pode ser definido como uma combinação de 
translação e rotação. A tendência de rotação está associada ao momento da força (MF) que é 
obtido por meio do produto da magnitude da força pela distância perpendicular entre a linha 
de ação de força e o centro de resistência. Sua magnitude pode ser expressa em N x m. A sua 
representação esquemática é dada pela continuação da linha de ação de força em torno do 
CRes. A aplicação de uma força na coroa gera um movimento que leva o ápice radicular 
numa direção e a porção cervical da raiz e a coroa para a direção oposta, com um giro ao 
redor do centro de rotação, que não se movimenta em qualquer direção como mostra a Figura 
15 (Meireles e Ursi, 2007). 
Binários são duas forças de mesma magnitude e direção, em sentidos opostos, não 
colineares. O binário é o único sistema de forças que pode causar o movimento de rotação 
pura de um corpo. Qualquer força simples aplicada fora do CRes resulta num movimento de 
deslocamento do CRes no sentido da linha de ação da força, enquanto o dente gira em torno 
do seu CRot que, nesse caso, não coincide com o CRes. Por outro lado, quando um binário é 
aplicado, a movimentação do CRes em qualquer um dos sentidos é coibida pela força oposta. 
Assim, o CRes não se movimenta. As duas forças do binário tendem a girar o dente em torno 
do CRes, fazendo que este coincida com o CRot. Mesmo quando as linhas de ação de força 
não são eqüidistantes do CRes, ainda produzem a mesma tendência de rotação do dente. Um 
binário pode ser aplicado no braquete com o uso de fios retangulares, gerando um torque com 
a mesma tendência de rotação no dente (Meireles e Ursi, 2007). 
A associação de uma força mais um momento atuando no CRes pode proporcionar a 
obtenção dos movimentos ortodônticos desejados. Ou seja, em linguagem ortodôntica, diz-se 
que é a relação entre o momento e a força (M/F) no CRes que regulamenta o tipo de estímulo 
desejado sobre o ligamento periodontal e a superfície radicular (Meireles e Ursi, 2007). 
A movimentação de um dente ocorre em função de diversos fenômenos biológicos que 
acontecem no osso circunvizinho ao dente, executados por células ósseas que governam o 
remodelamento do osso esponjoso. As células ósseas são capazes de “sentir” e responder a 
cargas externas, utilizando-se dos processos de mecanorrecepção e mecanotransdução. O 
primeiro transmite o estímulo físico extracelular numa célula receptora, enquanto que o 
segundo transforma o conteúdo do estímulo e/ou da informação num sinal intracelular. Como 
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conseqüência, quando o somatório das cargas estáticas e dinâmicas, que são continuamente 
aplicadas aos tecidos ósseos adjacentes aos dentes, extrapolam valores limites, ocorre a 
resposta celular pela tríade de processos de adaptação celular óssea (reabsorção, deposição e 
manutenção) (Turner & Pavalko, 1998).  
As células ósseas responsáveis pelo remodelamento do osso trabecular são os 
osteoclastos e osteoblastos. Osteoclastos caminham sobre a superfície das trabéculas 
reabsorvendo tecido e formando uma cavidade de reabsorção por onde os osteoblastos passam 
preenchendo a cavidade com novo tecido (Parfitt, 1984 apud McNamara e Prendergast 2007). 
Os mecanismos regulatórios que governam a ação das tensões sobre os osteoclastos e 
osteoblastos não são completamente entendidos; porém, estima-se que osteócitos com 
mecanorrecepção e mecanotransdução são capazes de informar às células responsáveis pelo 
remodelamento as variações do estímulo mecânico externo (Burger and Klein-Nulend, 1999). 
Várias hipóteses foram elaboradas para determinar qual é o estímulo mecânico (fluxo de 
sangue, deformações da matriz óssea ou dano na matriz óssea) que causam a resposta de 
células mecanosensitivas. 
Diversas são as teorias que tentam explicar os processos de adaptação óssea e muitas 
delas são conflitantes. Além disso, existe uma grande controvérsia entre a literatura 
ortodôntica e a literatura ortopédica nesse sentido. É comum encontrarmos nos textos 
acadêmicos da ortodontia a afirmação de que esforços de compressão causam a reabsorção 
óssea (atividade celular osteoclática) e que esforços de tração causam formação óssea 
(atividade celular osteoblástica) enquanto os textos acadêmicos da ortopedia indicam que os 
esforços de compressão causam formação óssea (Melsen et al 2001). Ainda na década de 60, 
Epker & Frost (1965) demonstraram a formação óssea na área de compressão. A Figura 16, 
transcrita do artigo de Epker & Frost (1965)  esquematiza três situações: (a) uma vista frontal 
de um osso longo fraturado que se curou com uma angulação de tal maneira que apresenta 
uma concavidade em sua superfície na região F. Nessa região, constata-se formação óssea 
(ganho líquido de osso) associada a esforços de compressão resultantes da aplicação de forças 
conseqüentes do peso e dos músculos; (b) uma vista da secção transversal de um dente 
inserido no alvéolo quando submetido a uma compressão lateral da esquerda para direita 
devido à ação de dispositivos ortodônticos. Em conseqüência disso, o lado direito do dente 
(região R) está submetido a uma força de compressão. Esse é normalmente o local da 
reabsorção óssea e da perda líquida do osso; (c) uma vista lateral de um pé a caminhar mostra 
a região do calcâneo (superfície plantar, isto é, do fundo) submetida a forças grandes e 
freqüentes de compressão. Normalmente, essa situação não é acompanhada pelo ganho 
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líquido e pela perda óssea. Finalmente, uma quarta situação também é descrita e analisada: os 
dentes são comprimidos diariamente no alvéolo pelas forças mastigatórias sem no entanto 
apresentarem absorção óssea.  
 
 
Figura 16 – Esquema de (a) um osso longo fraturado que curou de maneira curvada submetido a carregamento 
devido ao peso, (b) um dente carregado lateralmente, (c), um pé ao caminhar, destacando a região do calcâneo. 
(Fonte: Epker & Frost, 1965). 
 
Nessas quatro situações, o osso é carregado na compressão, mas analisando-o do ponto 
de vista celular, responde de forma diferente e de maneira oposta às solicitações. Assim é 
paradoxal acreditar que as forças da compressão causam somente a reabsorção óssea, ou 
somente a formação óssea.  
Algumas teorias foram propostas, na literatura ortodôntica, para tentar explicar as 
reações do tecido adjacente ao dente, relacionadas às tensões e deformações internas geradas 
pela aplicação do carregamento externo. Dentre essas se podem citar as teorias da 
”compressão-tração” (Schwartz, 1932; Reitan, 1951) e da “distorção ou flexionamento do 
osso alveolar” (Baumrind, 1969; Heller e Nanda, 1979 apud Meikle, 2006). Uma terceira 
teoria foi proposta por Melsen (2001), sugerindo que a formação óssea como reação às cargas 
ortodônticas poderia ser induzida (1) pela carga exercida por fibras esticadas do ligamento 
periodontal, que pode também induzir uma pequena flexão da parede alveolar; (2) absorção 
direta pelo descarregando da parede alveolar no caso de forças com intensidade baixa; e (3) a 
reabsorção indireta como reparação devido à isquemia que segue à aplicação de forças 
elevadas (Cattaneo et al., 2005).  
No entanto, ultimamente, existe um consenso em torno da idéia de que a remodelação 
óssea não é só um processo de adaptação ao carregamento externo imposto, mas também a 
conseqüência de um processo de remoção do dano (Verna et al., 2004). O microdano que 
ocorre na estrutura óssea foi descrito inicialmente por Frost (1960). Mais recentemente, 
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Martin & Burr (1982), Prendergast & Taylor (1994) e Martin (2003) propuseram que o 
microdano é o principal estímulo que ativa o processo de reparação óssea. Outros autores 
(Doblaré et al., 2004) propõem que a evolução das variáveis (por exemplo, porosidade e 
anisotropia da microestrutura óssea) e sua incidência na modificação dos parâmetros 
constitutivos elásticos seja formulada, utilizando os princípios da Teoria do Dano. 
 Outro constituinte que não é considerado tecido ósseo é o periósteo, tecido que cobre a 
superfície externa de todos os ossos para além das regiões das articulações sinoviais e dos 
ligamentos. Ele possui uma parte importante na contribuição do fornecimento de sangue aos 
ossos e, além disso, contribui para o crescimento ósseo e para a cura das fraturas, tendo maior 
capacidade de atuação nos ossos das pessoas quando crianças, diminuindo com o 
envelhecimento. Embora muito fino no esqueleto humano, o periósteo participa da 
remodelação óssea durante a vida das pessoas. No entanto, é de importância insignificante no 
contexto do comportamento mecânico e deixarão de ser considerados nesta dissertação. 
 Rumo a uma escala ainda mais fina de observação, podem-se encontrar dois grandes 
tipos de tecido ósseo, não importando se é osso trabecular ou cortical. O primeiro, osso 
lamelar ou secundário, é uma estrutura altamente organizada que consiste, como o nome 
sugere, em lamelas e pode ser estruturada em duas diferentes configurações. Existem 
orientações ortogonais e helicoidais das fibras. As duas são apresentadas no osso humano. 
Devido à sua estrutura, osso lamelar tem uma resistência relativamente alta, mas precisa de 
tempo significante para ser construído (Rüberg, 2003). 
 Muito mais fraca, porém mais rápidos de serem construídos, são os ossos do segundo 
tipo, o osso primário. Sua organização pode ser considerada randômica. Este tecido tem 
grande importância na cura de fraturas, pois pode rapidamente conectar duas partes separadas. 
Ele forma o esqueleto de um embrião e raramente está presente no esqueleto humano após os 





Figura 17 – Representação da seção transversal de um dente. 
 
 A Figura 17 apresenta uma representação das partes de um dente e do seu entorno. O 
interesse deste trabalho está no remodelamento do osso trabecular que absorve as tensões 






3. REMODELAMENTO ÓSSEO E POTENCIAIS TERMODINÂMICOS 
 
O estudo da remodelação óssea na teoria da mecânica do contínuo envolve o 
desenvolvimento de equações constitutivas que relacionam as variáveis de tensões e 
deformações ao longo do tempo. Um requisito básico de todos os modelos é que eles devem 
satisfazer as leis da física. Uma equação descrevendo as propriedades de materiais isotrópicos 
pode ser expressa em termos dos invariantes de tensão e deformação e pode ser discretizada 
em incrementos finitos. A segunda lei da termodinâmica, que governa o comportamento 
dissipativo dos materiais, deve ser obedecida. Na maioria dos casos da construção de uma 
teoria esse requisito é aplicado após o desenvolvimento teórico, quando primeiro as leis 
constitutivas são propostas e então são aplicadas restrições termodinâmicas. Existem duas 
desvantagens nessa aproximação: as restrições adicionadas podem limitar o comportamento 
do modelo e as restrições podem não restringir o modelo adequadamente, levando a 
resultados não físicos. Uma aproximação termodinâmica pode ser usada para se desenvolver 
modelos constitutivos. Nessa aproximação, o comportamento do material é descrito em 
termos de dois potenciais termodinâmicos: um potencial de energia e um potencial de 
dissipação.  
3.1. Segunda Lei da Termodinâmica, Dissipação e Energia Livre 
 






           (3.1) 
sendo S a entropia, t o tempo, Q o calor e 𝜃 a temperatura absoluta do sistema. A entropia é 
uma forma de energia que não pode ser transformada em trabalho, ou seja, o sistema não pode 
transformar entropia em energia utilizável. O sistema pode somente “produzir” entropia 
dissipando energia livre (utilizável). A desigualdade de (3.1) decorre desse fenômeno interno 








O termo   representa a dissipação de energia atribuída ao dano (perda óssea) e ao 
processo de ganho de rigidez (ganho ósseo). A forma de dissipação para sistemas fechados 
(desigualdade de Clausius-Duhem) pode ser escrita como: 
 
0:    S         (3.3) 
 
Na expressão anterior   representa o tensor das tensões macroscópicas relacionado 
com o equilíbrio de forças externas,   o tensor de deformações totais (observáveis), o sinal 
“:” representa o produto escalar entre tensores e   representa a energia livre (Helmholtz) 
unitária associada ao sistema, que define os estados energéticos em termos das variáveis de 
estado externas e internas. O ponto sobre as variáveis indica a derivada temporal da variável 
respectiva. 
3.2. Variáveis de Estado 
 
 A partir da definição de um potencial generalizado, o estado termodinâmico de um 
determinado meio contínuo em um dado ponto e instante está completamente definido pelo 
conhecimento de um número de variáveis naquele instante, dependentes da posição onde são 
consideradas. Com essa metodologia é possível descrever fenômenos físicos com um bom 
grau de precisão, o que irá depender da escolha da natureza e do número de variáveis de 
estado. O processo definido por esse caminho será admissível se, em cada instante da 
evolução do material, a desigualdade de Clausius-Duheim for satisfeita. As variáveis de 
estado, também chamadas variáveis termodinâmicas, podem ser variáveis externas 
(observáveis macroscopicamente) e variáveis internas. 
 
3.3. Variáveis Externas 
 
 A temperatura   e a deformação total   são algumas das variáveis externas 
empregadas para fenômenos embasados nas teorias da elasticidade, viscoelasticidade, 
plasticidade, viscoplasticidade, dano, ganho de rigidez, fratura e healing (cura de uma 
fratura). Para fenômenos reversíveis (elásticos) o estado do material a cada instante de tempo 
depende unicamente dessas variáveis. No caso da remodelação óssea estudada neste trabalho 
os efeitos térmicos não serão considerados.  
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3.4. Variáveis Internas  
 
Para fenômenos dissipativos, o estado atual de um ponto material de um sólido 
depende do todo o seu histórico, que é representado pelos valores a cada instante das variáveis 
internas. Considera-se que a matriz óssea sofre degradação e ganho de rigidez como efeitos da 
remodelação, e que estes efeitos podem ter natureza mecânica ou biológica. Admite-se que o 
estado atual do material é definido, no caso isotérmico, pelo conhecimento do tensor de 
deformações e pelo conjunto de um número arbitrário N de variáveis internas escalares 
}...,,{ N 321  que caracterizam a reestruturação quando um processo irreversível 
(remodelação) ocorre. Algumas delas, id }{ , serão usadas para descrever o processo de 
degradação da rigidez (abertura de microfissuras e perda óssea), enquanto que outras jh }{ , 
serão usadas para descrever o processo de ganho de rigidez (ganho ósseo). Os índices i e j 
representam o número de possibilidades de variáveis internas relacionadas a forçantes ou 
efeitos de natureza mecânica, biológica (hormonal, genética, celular), temporal (idade de um 
indivíduo), etc. Neste trabalho serão considerados apenas os efeitos de natureza mecânica. 
Deve-se deixar claro, que as naturezas mecânicas e biológicas do remodelamento ósseo não 
são desacopladas e que se pode, através da resposta mecânica, estudar os mecanismos 
biológicos que ocorreram. 
 A escolha das melhores variáveis internas irá variar com o fenômeno físico em estudo, 
o que depende da experiência, compreensão física do fenômeno e do objetivo da aplicação. 
3.5. Potencial Termodinâmico  
 Uma vez bem definidas as variáveis de estado, admite-se a existência de um potencial 
termodinâmico no qual as leis de estado possam ser deduzidas. 
 Utiliza-se a energia específica livre  , que depende de variáveis de estado externas e 
internas escolhidas de modo a formular apropriadamente as equações constitutivas para a 
análise que envolve a mecânica, a degradação e o ganho de rigidez do processo de 
remodelação óssea. Desta forma obtém-se: 
 
)}{,}{,( jdih           (3.4) 
  
 Considerando a utilização de duas variáveis internas, uma representando o dano e uma 




Ψ 𝜀, 𝛼𝑕 , 𝛼𝑑 =
1
2
𝜀 ∙ 𝐷(𝛼𝑕 ,𝛼𝑑) ∙ 𝜀       (3.5) 
 
sendo 𝐷 o tensor constitutivo do remodelamento. Esse potencial é quadrático em 𝜀 e, portanto 
é convexo. O tensor 𝐷 pode ser relacionado com o tensor constitutivo do material íntegro 𝐷0 
de acordo com a relação: 
 
𝐷 𝛼𝑕 ,𝛼𝑑 =  1 − 𝛼𝑑 (1 + 𝛼𝑕)𝐷0       (3.6) 
 
A partir desta definição do tensor constitutivo nota-se que o potencial é linear em 
relação às variáveis internas 𝛼𝑑  e 𝛼𝑕 . Para o caso geral da elasticidade e para um material 
isotrópico o tensor 𝐷0 pode ser escrito como função do módulo de Young inicial 𝐸0 e do 

























































































































Nas análises bidimensionais foi utilizado o tensor do estado plano das deformações, 

























































No caso do estado plano de deformações a deformação na direção perpendicular ao 
plano analisado é igual a zero: 𝜀𝑧= 0. Porém, a tensão na direção perpendicular ao plano 
estudado é diferente de zero: 𝜎𝑧 = −𝜐(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦). 
A densidade aparente 𝜌 é afetada pelos mecanismos de perda e reparação, de forma 
que: 
 
 hd  ,         (3.9) 
 





















 :                  (3.10) 
 






















                 (3.11) 
 
É possível que sejam cancelados inpendentemente alguns termos dessa desigualdade. 
Se considerar, por exemplo, uma deformação elástica, fazendo constante a temperatura 
(isotermia – 𝑑𝜃/𝑑𝑡 = 0) e mantendo inalteradas as variáveis internas (sem estímulos 
biológicos e mecânicos em relação à perda e ganho de rigidez). Segue necessariamente, para a 













 0                   (3.12) 
A expressão (3.12) mostra que a tensão é uma variável que está associada à 
deformação total do sistema. Da mesma maneira pode-se encontrar as forças termodinâmicas 













                     (3.14) 
Pode-se entender dh AA ,,  como forças termodinâmicas generalizadas, no sentido de 
que estas atuam provocando mudanças no sistema através de fenômenos de dissipação, isto é, 
transformação de energia em ganho e perda óssea. 
Assim como as variáveis dh AA ,,  são definidas a partir de parcelas do potencial 
termodinâmico ),,( dh  , as variáveis de estado dh  ,,  podem ser definidas através do 
potencial termodinâmico complementar ),,( dhC AA . Com o uso da transformada de 
Legendre-Fenchel pode-se transformar um potencial no seu complementar (Rockafellar, 
1970). Esse potencial é definido conforme a expressão da equação (3.15). Nesta equação faz-
se o uso da definição de funções convexas conjugadas. 
 
 ),,(),,(),,(sup),,( ,, dhdhdhdhC AAAA dh                 (3.15) 
  
 Substituindo a energia livre de Helmholtz em (3.5), na equação (3.12), chega-se a: 
𝜎 = 𝐷(𝛼𝑕 ,𝛼𝑑) ∙ 𝜀                   (3.16) 
 








(1 + 𝛼𝑕)𝜀 ∙ 𝐷 ∙ 𝜀                  (3.18) 




𝜀 ∙ 𝐷0 ∙ 𝜀                   (3.19) 
 Substituindo (3.19) em (3.17) e (3.18) e re-arranjando, podem-se escrever as variáveis 








































                     (3.23) 
 
 Isolando as variáveis internas, colocando-as em função das variáveis duais e 
substituindo na equação (3.15) tem-se: 
 


























               (3.25) 




−1 ∙ 𝜎                 (3.26)
 
 
Para escrever Ψ0 em função das tensões termodinâmicas generalizadas substitui-se a 
Equação (3.26) em (3.19): 
      1110011100 )1()1()1()1(
2
1
hdhd DDD             (3.27) 











                           (3.28) 
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Substituindo a Equação (3.29) na Equação (3.25) do potencial complementar pode-se 






                  
(3.30) 
 
Analisando a Equação (3.5) nota-se que a função energia livre de Helmholtz, 
),,( dh  , não é estritamente convexa, ela é convexa em 𝜀 e é convexa nos alfas, porém 
nas duas variáveis não há convexidade. O potencial ),,( dh   é diferenciável em relação à 
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𝜀 e em relação aos alfas. O potencial conjugado, ),,( dhC AA , é diferenciável em relação às 
forças termodinâmicas generalizadas. Assim, as variáveis de estado dh  ,,  são definidas a 
partir do potencial conjugado ),,( dhC AA , conforme apresentado nas Equações (3.31), 
(3.32) e (3.33), que são chamadas de Leis de Estado (Rockafellar, 1970). Nas equações 
seguintes a notação Xy  representa o gradiente de X em relação à y.   
 
),,( dhC AA                    (3.31) 
),,( dhCAd AAd                     (3.32) 
),,( dhCAh AAh                     (3.33) 
3.6. Região Admissível 
 
Antes de definir a região P é necessário definir o que são tensões generalizadas. As 
tensões generalizadas são as tensões de cauchy e as forças termodinâmicas de perda e de 
ganho de rigidez. A região admissível, P, é definida como o conjunto de estados de tensões 
generalizadas admissíveis para um dado material. Pode ser representada matematicamente 
através de uma função, f, denominada função de “escoamento” (na plasticidade) e neste 
trabalho será chamada de função de dano ou função de ganho (de rigidez) conforme 
apresentado na Equação (3.34). A fronteira da região admissível, 𝑃Γ , é definida pela expressão 
apresentada na Equação (3.35), e o seu interior, 𝑃Ω, é definido conforme apresentado na 
Equação (3.36). Superfície admissível e região elástica são os termos utilizados para 
denominar a fronteira e o interior da região admissível respectivamente. 
 
 0),,(/,,  hdhd AAfAAP                   (3.34) 
 0),,(/,,  hdhd AAfAAP                   (3.35) 
 0),,(/,,  hdhd AAfAAP                   (3.36) 
 
Pontos internos à região admissível representam estados de tensão a partir dos quais 
são iniciados processos elásticos. Tensões situadas na fronteira da região admissível são 
aquelas a partir das quais se iniciam processos puramente elásticos mediante descarregamento 
ou processos envolvendo dano ou ganho de rigidez mediante carga efetiva. Estados de tensão 
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generalizada exteriores a essa região são inadmissíveis. As taxas de variação das variáveis 
internas de perda e de ganho de rigidez para os processos descritos assumem os valores 























































                 (3.38) 
 
A função de dano ou de ganho de rigidez, 𝑓(𝜎, 𝐴𝑑 , 𝐴𝑕), delimita uma região fixa no 
espaço de tensões generalizadas. No entanto, para cada conjunto de valores das forças 
termodinâmicas é possível definir uma região diferente no espaço de tensões. Essa região, 
delimitada por uma função 𝑓𝑝𝑟𝑜𝑗  𝜎 = 𝑓(𝜎, 𝐴
𝑑 , 𝐴𝑕), corresponde à projeção da superfície de 
escoamento no espaço de tensões para os valores dados de 𝐴𝑑  e 𝐴𝑕 . As forças termodinâmicas 
são variáveis associadas ao encruamento do material. Dessa forma, à medida que o processo 
de encruamento ocorre, as forças termodinâmicas são alteradas e a região admissível no 
espaço de tensões se modifica. 
Para completar as equações constitutivas, as leis de evolução das variáveis internas 
(perda e ganho de rigidez) devem ser acrescentadas às leis de estado. A teoria de processos 
termodinâmicos irreversíveis define uma orientação e algumas restrições para as leis de 
evolução de tal forma que o segundo princípio da termodinâmica seja satisfeito para qualquer 
evolução do material, ou seja, tal que a dissipação seja não negativa (LEMAITRE, J. & 
CHABOCHE, 1990).  
De maneira análoga a teoria da plasticidade, dois modelos podem ser construídos. 
O primeiro, utilizado neste trabalho, utiliza a lei associada onde a regra da normalidade é 
válida.  O segundo, com lei não associada, implica na construção de duplo potencial, função 
de duas variáveis, biconvexo e que satisfaz as desigualdades generalizadas de Fenchel, cuja 
proposta é encontrada nos trabalhos de BULIGA, de SAXCÉ e VALLÉE (2008), de 
BODOVILLÉ e de SAXCÉ (2001) entre outros.   
Neste trabalho, as leis de evolução das variáveis internas serão construídas com base 
na análise convexa (HAN e REDDY, 1999). O teorema a seguir será utilizado para formular 
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as leis de evolução, que podem ser definidas de duas formas diferentes conforme apresentado 
por HAN e REDDY (1999). As duas formas citadas são através das variáveis primais ou 
através das variáveis duais. 
 Na aplicação do Teorema 3 da Seção A.9 do Anexo A, assume-se que o espaço 
vetorial correspondente ao espaço das taxas das variáveis internas é o espaço vetorial 
conjugado do espaço correspondente ao espaço de tensões generalizadas. 
Projetando o espaço de tensões generalizadas, P, no plano das forças termodinâmicas, 
denota-se esse espaço por PA. Considera-se a região das forças termodinâmicas admissíveis 
PA definida por 
    0,,/,  hdhdA AAfAAP   (3.39) 
que é considerada como um conjunto fechado, convexo e não vazio. A função ),,( hd AAf   
pode ser chamada também de função de escoamento (mesmo nome usado na teoria da 
plasticidade). Existe uma “zona morta” onde não pode ocorrer nem degradação e nem ganho 
de resistência elástica e isso ocorre quando   0, Af  ; enquanto que o comportamento de 
perda e ganho de resistência ocorre quando   0, Af  .   
Seja   a função suporte de PA: 







onde, no contexto da elasto-plasticidade,   é a função dissipação e neste trabalho, é a energia 
dissipada ou introduzida no sistema. Essa função é conjugada a função indicatriz de PA 
 
AP















)(   (3.41) 
e tem as seguintes propriedades: convexa, positiva homogênea, fraca semi-continua, 
0)(    e contém a origem   00  . Portanto, do teorema apresentado anteriormente: 
    AInd
AP
  (3.42) 
A equação (3.42) permite estabelecer duas formas equivalentes de lei de evolução, 
conforme explicitado anteriormente. O Lema apresentado a seguir completa a teoria e permite 
escrever a lei de evolução usando um multiplicador  . 





,,0      (3.43) 
A equação (3.43) representa a generalização da lei da normalidade. 
A definição de região convexa de forças termodinâmicas admissíveis deve ser feita 
experimentalmente, então, o contorno da região que limita os valores das forças 
termodinâmicas (ou a composição delas) determina uma alteração na resistência (perda, 
ganho ou perda e ganho simultâneos de resistência).  
No trabalho em questão, a formulação em taxas proposta HECKE (1991) para o 
modelo elasto-plástico é adaptada para o modelo constitutivo de dano-remodelação. 
Introduzindo-se o potencial 
     
































  (3.44) 
e o conjugado  










  (3.45) 
de tal forma que 
 hdC AAj   ,,   (3.46) 
 hdCAd AAjd   ,,   (3.47) 
 hdCAh AAjh   ,,   (3.48) 
ou  na forma equivalente 












 ,,  (3.51) 
ou ainda, na forma condensada 
   hdhd jAA   ,,,,                hdChd AAj  ,,,,    (3.52) 
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Definindo a região de taxas de forças termodinâmicas admissíveis como um cone 




como mostra a Equação (3.53). A notação [ ]−1 serve para indicar o cone 
polar de uma função. Na Seção A.8 do Anexo A podem ser encontradas mais informações 
sobre a definição de cone polar. 
      0. *1*   AAIndPA
APA
    (3.53) 
e usando os mesmos argumentos de HECKE (1991) para o modelo elasto-plástico, pode-se 
obter: 
   AInd
AP
   (3.54) 
A equação (3.54) torna possível considerar o retorno para a “zona morta” ou o 
descarregamento.  
Se A representa um conjunto de forças termodinâmicas em uma superfície de 
escoamento e 𝐴  representa a taxa no interior da região de forças admissíveis 𝑃𝐴, então 
𝜕𝐼𝑛𝑑𝑃 𝐴 𝐴
  = 0, o que representa que não há processo de perda ou ganho de resistência, 
   0 .  
O Quadro 1 reúne a formulação apresentada nessa seção. 
Quadro 1 - Resumo das equações da elasticidade e do remodelamento. 
Variáveis cinemáticas  
Deslocamento e Deformação 




Variáveis Internas  
Alfa dano e Alfa ganho 
d  e h  
Variáveis termodinâmicas  
Tensões e Forças Termodinâmicas  , dh AA ,  
Potenciais termodinâmicos  
energia livre de Helmholtz )}{,}{,( jdih    
    εεε  ,,,  hdhd D   







Equações constitutivas   /  hhA  /  ddA  /  
Leis de fluxo   ),,(,,),( hdhdPhd jAAInd     
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Condição de complementaridade 0,0,0  ff   







4. FORMULAÇÃO VARIACIONAL 
 
O uso de formulações variacionais permite reunir em uma única expressão integral 
todos os elementos que fazem parte do problema que se está analisando, isto é, equação de 
equilíbrio, equação constitutiva, condições de contorno, condições iniciais, entre outros 
(Feijóo e Taroco, 1983). Além disso, a formulação variacional apresenta vantagens como a 
possibilidade de escrever as leis que governam o comportamento mecânico dos materiais de 
forma independente do referencial, já que a expressão integral característica da formulação 
variacional conduz a um escalar. E, por fim, soluções aproximadas do problema podem ser 
obtidas a partir de métodos numéricos de simples implementação. 
Existem muitos problemas importantes na engenharia envolvendo estruturas sólidas 
inertes ou vivas que têm deslocamento de pontos materiais muito pequenos (matematicamente 
deslocamentos infinitesimais) quando submetidos a carregamentos. A seguir será derivado o 
tensor que caracteriza as deformações causadas por este deslocamento. 
Considerando um corpo, tendo uma configuração particular B0  no tempo de referência 
𝑡0 que muda sua configuração num tempo t. Um ponto material descreve um deslocamento u 
e chega a uma nova posição. 
),( tXuXx           (4.1) 
Um ponto vizinho em X + dX desloca-se até x + dx e está relacionado a X + dX pela 
seguinte equação: 
),( tdXXudXXdxx         (4.2) 
Subtraindo (4.1) de (4.2) obtém-se: 
),(),( tXutdXXudXdx         (4.3) 
Usando a definição de gradiente de uma função vetorial a equação (4.3) pode ser 
escrita como: 
dXudXdx )(                    (4.4) 
Onde 𝛻𝑢 é o tensor de segunda ordem conhecido como tensor gradiente do 
deslocamento. O tensor de deformações   é a parte simétrica do tensor 𝛻𝑢 e representa as 
mudanças das distâncias em um corpo contínuo admitindo-se a hipótese de deformações 
pequenas. Este tensor é conhecido como tensor de deformações infinitesimais. As 



































































































































































































ij               (4.6) 
 
No presente trabalho, ao se assumir a ocorrência de pequenos deslocamentos, 
mudanças na geometria do corpo podem ser negligenciadas e a análise pode ser realizada na 
configuração de referência Bi. 
A derivada em relação ao tempo de u(x,t) U , calculada em um instante t, é 
denominada velocidade. O conjunto de todos os campos de velocidades possíveis constitui o 
espaço vetorial V. Dada uma configuração Bt e o campo de velocidades ao qual o corpo está 
submetido em Bt, é possível definir o campo de taxas de deformações  . Para deslocamentos 




                   (4.7) 
Introduz-se, nesse momento, o operador linear de deformações D, a partir do qual as 
deformações   e as taxas de deformações   podem ser obtidas, conforme apresentado nas 
Equações (4.8) a (4.10). O espaço vetorial das deformações e das taxas de deformações é 
representado por W. 
D  S)(                     (4.8) 
  = D u                   (4.9) 
  = D v                    (4.10) 
 
Os elementos u, para os quais Du = 0, constituem o subespaço de U chamado núcleo 
do operador D. Esse subespaço, aqui representado por N(D), contém os campos u que 
produzem movimentos de corpo rígido. 
 




Até esse momento, considerou-se que o corpo pode se movimentar livremente. No 
entanto, na maioria dos casos, os corpos estão sujeitos a restrições cinemáticas. No presente 
trabalho, considerou-se que o corpo está sujeito a restrições homogêneas do tipo bilateral na 
parte u do contorno de B. Restrições bilaterais são aquelas em que, se o movimento está 
impedido em um sentido, também está impedido no sentido oposto. Dessa forma, o conjunto 




uxuU                   (4.12) 
 
Outro conceito importante da Mecânica do Contínuo é o das forças ou do sistema de 
forças que atua sobre um corpo. Feijóo e Taraco (1983) afirmam que, no cotidiano, para 
avaliar as forças aplicadas em um corpo, costuma-se provocar um movimento virtual no corpo 
em contraposição ao seu movimento natural. Por exemplo, a fim de estimar o peso de um 
objeto, basta levantá-lo levemente, criando um movimento virtual que permite estimar seu 
peso a partir do trabalho realizado para erguê-lo. Assim, as forças que atuam em um corpo 
podem ser definidas a partir da potência virtual que executam quando na presença de um 
campo de velocidades. Dessa forma, as forças Lt que podem atuar sobre um corpo em um 
instante t são representadas por funcionais lineares e contínuos que mapeiam elementos do 
espaço V no conjunto real, conforme apresentado na Equação (4.13). O número real, Pe, 
associado ao sistema de forças que opera sobre o campo de velocidades, v, é denominado 
potência virtual externa. Verifica-se que as forças Lt pertencem ao espaço dual topológico de 
V que se representa por V*. 
)(te LP                      (4.13) 
O sistema de forças Lt está associado a dois tipos de cargas: as forças de corpo, tb , e 
as forças de superfície, t , atuantes em u . Assim, a potência virtual externa pode 







..)(                  (4.14) 
Finalmente, quando um corpo é submetido à ação de forças externas ocorrem 
deformações em sua estrutura. Como as partículas permanecem unidas, tem de existir uma 
distribuição de esforços internos capaz de mantê-las dessa forma. Para estimar a distribuição 
de esforços internos existentes em um corpo é preciso submetê-lo a um movimento virtual 
que gere uma deformação. Por exemplo, para estimar a tensão que atua em uma correia é 
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preciso deformá-la. Movimentos de corpo rígido não fornecem qualquer informação sobre as 
tensões a que essa está submetida. 
Definem-se os esforços internos como funcionais lineares e contínuos que mapeiam os 
elementos do espaço vetorial W no conjunto real, conforme apresentado na Equação (4.15). O 
número real associado aos esforços internos correspondentes a um campo de taxas de 
deformações é denominado potência virtual interna e representado por Pi. Verificase que os 
esforços internos pertencem ao espaço dual topológico de W que se representa por W*. 

tB
ti dBP   .,                   (4.15) 
Uma distribuição de tensões   está em equilíbrio com as cargas aplicadas ao corpo se 
o Princípio das Potências Virtuais é verificado, isto é: 
 
0 ie PP   V                  (4.16) 
ou ainda: 
, D )( tL  V                  (4.17) 
 
A partir do Princípio das Potências Virtuais é possível obter a equação local de 
equilíbrio da Mecânica do Contínuo. Isto é, à forma variacional do problema de valor de 
contorno corresponde uma forma local do problema. A potência virtual interna, Pi, pode ser 
definida conforme apresentado na Equação (4.18), devido à simetria do tensor de tensões. 
Aplicando a propriedade apresentada na Equação (4.19) à Equação (4.18), obtém-se o 
resultado apresentado na Equação (4.20). 
 
  




ti dBdBdBP  .)(..                 (4.18) 





ti dBdivdBdivP  .)(                  (4.20) 







 ..                  (4.21) 
Substituindo as Equações (4.21) e (4.14) no Princípio das Potências Virtuais, obtém-se 
o resultado apresentado na Equação (4.22). A partir desse, as equações de equilíbrio locais da 











                (4.22) 
0 tbdiv   tBem                   (4.23) 
nt     tem                    (4.24) 
Finalmente, passa-se ao problema dual do problema de equilíbrio conhecido como 
problema de compatibilidade. Dado um campo de deformações   W, diz-se que   é 
compatível se existe v V, tal que   = D v. A condição necessária e suficiente para que o 
campo de deformações seja compatível é equivalente ao seguinte enunciado variacional: 
0,*     0* S                   (4.25) 
Na Equação (4.32), S
0
 é o subespaço das tensões auto-equilibradas. 
4.1. Formulação Variacional em Taxas 
A seguir são apresentadas as formulações variacionais em taxas para o problema de 
equilíbrio e para o problema de compatibilidade. Os princípios de mínimo associados aos dois 
problemas em taxas são apresentados. O desenvolvimento matemático desta seção baseia-se 
no trabalho de Hecke (1991). 
Na formulação variacional em taxas do problema de equilíbrio, também denominada 
de formulação cinemática ou primal, pretende-se encontrar velocidades cinematicamente 
admissíveis Vu que satisfaçam a igualdade apresentada na equação (4.26). 
,  D VLt   )()(                   (4.26) 
As taxas de tensões, 𝜎 , presentes na Equação (4.26), estão relacionadas às velocidades 
cinematicamente admissíveis, u , por meio da relação constitutiva: 
𝜎 = ∇𝑗(𝒟𝑢 )                     (4.27) 
Como o funcional 𝑗 é convexo, é possível reescrever a relação constitutiva a partir da 
definição de subdiferencial. Assim, a Equação (4.27) assume a forma: 
 𝑗 𝜀 ∗ − 𝑗 𝜀 ≥ 𝜎 𝜀 ∗ − 𝜀         ∀𝜀∗                  (4.28) 
Definindo o 𝐽 𝜀  como: 
𝐽 𝜀  
B
dBj )(                    (4.29) 
Pode-se reescrever a Equação (4.28) da seguinte maneira: 
𝐽 𝜀 ∗ − 𝐽 𝜀 ≥   𝜎, 𝜀 ∗ − 𝜀                     (4.30) 
Restringindo a Equação (4.30) para taxas de deformações compatíveis 𝜀 e utilizando a 
Equação (4.33), obtém-se: 
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𝐽 𝒟𝜈 − 𝐽 𝒟𝑢  ≥ 𝐿 𝑡 𝜈 − 𝑢      ∀𝜈 ∈ 𝑉                  (4.31) 
O resultado apresentado na Equação (4.31) pode ser reescrito como: 
𝐽 𝒟𝜈 − 𝐿 𝑡(𝜈) ≥ 𝐽 𝒟𝑢  + 𝐿 𝑡 𝑢      ∀𝜈 ∈ 𝑉                 (4.32) 
A partir da Equação (4.32), é possível identificar o seguinte princípio de mínimo: 
 (𝑢 ) = inf𝜈∈𝑉  (𝜈)                   (4.33) 
 (𝜈) = 𝐽 𝒟𝜈 − 𝐿 𝑡(𝜈)                  (4.34) 
As condições de existência e unicidade da solução do problema formulado por meio 
da Equação (4.33) dependem das propriedades do funcional  (𝑢 ) (ou ainda de j, pois 𝐿 𝑡  é 
linear) e do domínio V. O funcional j é convexo e diferenciável, sendo estritamente convexo 
nos casos em que ocorre encruamento. No caso em que há encruamento efetivo, a existência 
da solução do princípio de mínimo é garantida para qualquer taxa de carga, sendo que a 
solução não será única se movimentos de corpo rígido forem incluídos no conjunto de 
velocidades admissíveis. 
Já a formulação variacional em taxas do problema de compatibilidade, também 
denominada formulação estática ou dual, consiste em determinar o campo de taxas de tensões, 
𝜎 , equilibradas com as taxas de forças externas 𝐿 𝑡(𝜈), tal que a Equação (4.35) seja satisfeita. 
 𝜎 ∗ − 𝜎 , 𝜀 = 0          ∀𝜎 ∗ ∈ 𝑆 𝑡                   (4.35) 
𝑆 𝑡 =  𝜎 ∈ 𝑊
∗ /  𝜎 , 𝒟 𝜈  = 𝐿 𝑡 𝜈 , ∀𝜈 ∈ 𝑉                 (4.36) 
As taxas de deformação, 𝜀 , estão relacionadas às taxas de tensões, 𝜎 , por meio da 
relação constitutiva apresentada na Equação (4.37). 
𝜀 ∈ 𝜕𝑗𝐶(𝜎 )                     (4.37) 
Aplicando a definição de subdiferencial, é possível reescrever a Equação (4.37) como: 
𝑗𝐶 𝜎 
∗ − 𝑗𝐶 𝜎 ≥  𝜎 
∗ −  𝜎 . 𝜀       ∀𝜎 ∗ ∈ 𝑊∗                (4.38) 
Definindo o 𝐽𝐶 𝜀  como: 
𝐽𝐶 𝜎  
B
C dBj )(                    (4.39) 
É possível reescrever a Equação (4.38) da seguinte forma: 
𝐽𝐶 𝜎 
∗ − 𝐽𝐶 𝜎 ≥  𝜎 
∗ −  𝜎 , 𝜀        ∀𝜎 ∗ ∈ 𝑊∗                (4.40) 
 Segundo a Equação (4.35), se 𝜎 ∈ 𝑆 𝑡 , o segundo membro da Equação (4.40) é nulo. 
Assim, essa equação pode ser reescrita como: 
𝐽𝐶 𝜎 
∗ − 𝐽𝐶 𝜎 ≥ 0      ∀𝜎 
∗ ∈ 𝑆 𝑡                   (4.41) 
𝐽𝐶 𝜎 
∗ ≥ 𝐽𝐶 𝜎               ∀𝜎 
∗ ∈ 𝑆 𝑡                   (4.42) 
A partir da desigualdade apresentada em (4.42), reconhece-se o problema de mínimo: 
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𝐽𝐶 𝜎 = inf𝜎 ∗∈𝑆 𝑡 𝐽𝐶 𝜎 
∗                     (4.43) 
As condições de existência e unicidade do problema formulado na equação (4.43) 
dependem das características do funcional 𝑗𝐶 𝜎  e das características do subconjunto de W 
dado por 𝑆 𝑡 ∩ 𝑑𝑜𝑚 𝐽𝐶 . O funcional 𝑗𝐶 𝜎  é próprio, estritamente convexo e coercivo. Por ser 
um funcional próprio, existe um conjunto não vazio de taxas de tensões para os quais 𝑗𝐶 𝜎  
toma um valor finito e, por conseqüência, isto vale para 𝐽𝐶 𝜎 . Este conjunto de tensões 
admissíveis será denotado por 𝑑𝑜𝑚 𝐽𝐶 𝜎 . O conjunto 𝑆 𝑡 ∩ 𝑑𝑜𝑚 𝐽𝐶  corresponde às taxas de 
tensões admissíveis que satisfazem o princípio das Potências Virtuais. No caso em que esse 
conjunto é vazio, o funcional 𝐽𝐶 𝜎  é identicamente infinito e, portanto, não há solução finita 
para o problema de minimização. No caso em que 𝑆 𝑡 ∩ 𝑑𝑜𝑚 𝐽𝐶  é um conjunto não-vazio de 
𝑊∗, é possível aplicar o teorema 5 da seção A11 do anexo A. 
Como o funcional 𝑗𝐶 𝜎  é próprio, convexo, l.s.c. e coercivo, o problema de 
minimização formulado na Equação (4.43) possui solução. Além disso, o funcional 𝑗𝐶 𝜎  é 
estritamente convexo, de forma que a solução do problema de minimização formulado na 
Equação (4.43) é única. 
4.2. Formulação em Incrementos Finitos 
Processos evolutivos podem ser aproximados através da descrição do comportamento 
do material em certos instantes obtidos em intervalos de tempo selecionados. O problema de 
evolução consiste em avaliar as variáveis no fim do intervalo de tempo a partir de seus valores 
no início do intervalo e dos valores dos incrementos sofridos pelas variáveis ao longo do 
intervalo (Freitas, 2008 apud Hjiaj, Fortin e de Saxcé, 2003). Dessa forma, a o estado do 
corpo no instante tt   é obtido a partir do estado do corpo em um instante t. A seguir é 
apresentada esta aproximação para algumas variáveis. 
uuu ttt                     (4.44) 
  ttt                    (4.45) 
















tt                      (4.50) 
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 A formulação cinemática para a análise de danificação e recuperação de rigidez 
consiste em encontrar incrementos de deslocamento cinematicamente admissíveis, ∆𝑢 ∈ 𝑈, 
que satisfaçam: 
 𝜎 + ∆𝜎, 𝒟𝜈 = 𝐿𝑡+Δ𝑡 𝜈 ,        ∀𝜈 ∈ 𝑉                (4.51) 
Na Equação (4.51), ∆𝜎 está relacionado com ∆𝑢 através da relação constitutiva: 
∆𝜎 = ∇𝑗(∆𝜀)                    (4.52) 
A Equação (4.52) é equivalente a: 
𝑗 ∆𝜀∗ − 𝑗 ∆𝜀 ≥ ∆𝜎.  ∆𝜀∗ − ∆𝜀         ∀∆𝜀∗                (4.53) 
Define-se 𝐽(∆𝜀) da mesma forma que se definiu 𝐽(𝜀 ), isto é: 
𝐽 ∆𝜀   
B
dBj )(                     (4.54) 
Assim, a desigualdade apresentada em (4.53) pode ser reescrita como: 
𝐽 ∆𝜀∗ − 𝐽 ∆𝜀 ≥  ∆𝜎, ∆𝜀∗ − ∆𝜀         ∀∆𝜀∗ ∈ 𝑊               (4.55) 
Restringindo a igualdade apresentada em (4.55) para ∆𝜀∗ compatíveis e utilizando a 
equação de equilíbrio apresentada em (4.51), a desigualdade (4.55) assume a forma 
apresentada em (4.58). 
𝐽 𝒟∆𝑢∗ − 𝐽 𝒟∆𝑢 ≥ 𝐿𝑡+Δ𝑡 ∆𝑢
∗ − ∆𝑢 − 𝐿𝑡 ∆𝑢
∗ − ∆𝑢               (4.56) 
𝐽 𝒟∆𝑢∗ − 𝐽 𝒟∆𝑢 ≥ 𝐿𝑡+Δ𝑡 ∆𝑢
∗ − ∆𝑢 −  𝜎, 𝒟 ∆𝑢∗ − ∆𝑢               (4.57) 
𝐽 𝒟∆𝑢∗ − 𝐿𝑡+Δ𝑡 ∆𝑢
∗ +  𝜎, 𝒟 ∆𝑢∗  ≥ 𝐽 𝒟∆𝑢 − 𝐿𝑡+Δ𝑡 ∆𝑢 +  𝜎, 𝒟 ∆𝑢       (4.58) 
A desigualdade apresentada corresponde ao seguinte princípio de mínimo: 
Π ∆𝑢 = inf∆𝑢∗∈𝑈Π(∆𝑢
∗)                  (4.59) 
onde: 
Π(∆𝑢) = 𝐽 𝒟𝜈 − 𝐿𝑡+Δ𝑡(Δ𝑢)+  𝜎, 𝒟 ∆𝑢                      (4.60) 
A formulação estática para a análise de danificação e recuperação de rigidez 
incrementais consiste em encontrar incrementos de tensões de forma que as tensões finais 
sejam equilibradas, isto é, 𝜎 + Δ𝜎 𝜖 𝑆𝑡+𝛥𝑡  e de forma que a Equação (4.61) seja satisfeita. 
 𝜎∗ − (𝜎 + ∆𝜎), Δ𝜀 = 0,        ∀𝜎∗ ∈ 𝑆𝑡+Δ𝑡                 (4.61) 
Na equação (4.61), Δ𝜎 está relacionado com Δ𝜀 pela relação constitutiva apresentada 
na Equação (4.62). 
Δ𝜀 ∈ 𝜕𝑗
𝐶
(∆𝜎)                    (4.62) 






 ∆𝜎∗ − 𝑗
𝐶
 ∆𝜎 ≥  ∆𝜎∗ − ∆𝜎 .∆𝜀        ∀∆𝜎∗               (4.63) 
Definindo-se 𝐽𝐶 ∆𝜎  como: 
𝐽𝐶 ∆𝜎  
B
C dBj )(                    (4.64) 
Pode-se reescrever a desigualdade apresentada em (4.63) como: 
𝐽𝐶 ∆𝜎
∗ − 𝐽𝐶 ∆𝜎 ≥ 0                  (4.65) 
A desigualdade apresentada em (4.65) corresponde ao seguinte princípio de mínimo: 
𝐽𝐶 ∆𝜎 = inf∆𝜎∗𝐽𝐶 ∆𝜎







5. ALGORITMOS PARA SOLUÇÂO DO PROBLEMA DE DANO E GANHO 
DE RIGIDEZ 
 
Neste capítulo, são apresentados os métodos numéricos e os algoritmos utilizados para 
resolver o problema de otimização relacionado à teoria termodinamica de dano e ganho de 
rigidez descrita anteriormente. O procedimento de solução combina um método Quase-
Newton para a resolução do equilíbrio global e um algoritmo de programação matemática 
(complementaridade não-linear, Newton-Raphson, etc, conforme o material) para a resolução 
da equação constitutiva com dano e ganho. A discretização espacial é obtida aplicando o 
Método dos Elementos Finitos e a discretização temporal foi introduzida independentemente 
da espacial. 
 
5.1. Método dos Elementos Finitos 
 
A solução de um problema de dano e ganho de um corpo poroso considerado contínuo 
é uma função que descreve os deslocamentos dos pontos do domínio, no caso, um domínio 
plano. Essa função pertence a um espaço de dimensão infinita, podendo ser obtida a partir da 
combinação linear das infinitas funções que formam a base do espaço vetorial do qual faz 
parte. O Método de Galerkin propõe construir uma solução aproximada para o problema, 
tomando um número finito de funções que formam a base do espaço ao qual pertence a 
solução exata. Assim, a solução aproximada é formada a partir da combinação linear de um 
número finito de termos. Como se pode perceber, o Método de Galerkin torna-se uma 
ferramenta útil a partir do momento em que se dispõe de uma técnica sistemática para a 
construção das funções que formam a base do espaço vetorial, denominadas funções base 
(Oden, 1981). O Método dos Elementos Finitos é uma técnica que permite determinar as 
funções que formam a base do espaço vetorial aproximado. Segundo esse método, as funções 
base são construídas a partir de funções definidas em cada um dos elementos (subdomínios) 
no qual o domínio foi dividido. As funções definidas em cada elemento são denominadas 
funções de forma. A Figura 18 ilustra a maneira como as funções base são formadas a partir 
das funções de forma para um problema plano. É possível definir um elemento máster com 
um sistema de coordenadas local com base no qual as funções de forma são definidas. Todos 
os cálculos do método são, então, efetuados sobre esse elemento máster que se relaciona com 
os elementos da malha a partir de uma transformação (mudança de coordenadas). As 
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contribuições de cada elemento da malha são, então, somadas a fim de se obter a solução 
aproximada do problema. 
 
Figura 18 - Função base ( i formada a partir das funções de forma (Freitas, 2008). 
 
O problema de dano e ganho de rigidez plano pode ser definido para o domínio  




 dNdbbNdB TiTiiiTi )()()()()()(      (5.1) 
Na Equação (5.1), i  está relacionado com iUˆ  pela relação constitutiva: 
(ji  D ))ˆ( iU           (5.2) 
O vetor local de incrementos de deslocamento é formado a partir da combinação linear 
das funções de forma do elemento i, conforme descrito pelas Equações de (5.3) a (5.6). 
Nessas equações, 
i  representa as funções de forma, iN  representa a matriz contendo as 
funções de forma, iUˆ  representa o vetor contendo as componentes x e y dos deslocamentos 
nodais e n representa o número de nós do elemento i. 
 
  ),(ˆ),(),( yxUyxNyxU iTii          (5.3) 
   iynixniyixiyix
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A matriz Bi para campos aproximados de deformação é dada por: 
































          (5.8) 
 
Finalmente, a equação de equilíbrio global, fornecida pelo diferencial de )( U , é 
dada pela Equação (5.9): 
)()()( intint extext FFFFU         (5.9) 
onde os termos intF , intF , extF  e extF  são obtidos a partir da soma das contribuições de todos 
os elementos: 
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Int                     (5.13) 
5.2. Algoritmos para a resolução do problema de equilíbrio 
 
Esta seção descreve os procedimentos adotados para a solução do problema de 
equilíbrio. A forma variacional cinemática do problema de equilíbrio consiste em encontrar 
incrementos de deslocamentos cinematicamente admissíveis, u U, tais que a Equação 
(5.14) seja satisfeita. 
,  D )()( ** uLu tt                    (5.14) 
Na Equação (5.14),   está relacionado com u pela equação constitutiva: 
(j D ))( u                    (5.15) 
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Com o uso da propriedade de convexidade de )( j , chegou-se ao seguinte princípio 
de mínimo equivalente à forma variacional apresentada:  
(inf * JUu  D ,)())(   uLu tt D  )( u                (5.16) 
Reconhece-se no princípio de mínimo apresentado um problema de otimização. Nesse 
tipo de problema, pretende-se minimizar uma função objetivo f(x), onde x Rn . Os 
algoritmos de otimização que permitem resolver o problema descrito geram, a partir de um 
ponto inicial x0, uma seqüência de iterações  0kkx  que termina quando não se pode fazer 
mais progresso ou quando se obtem um ponto suficientemente próximo da solução (Nocedal e 
Wright, 1999). Para gerar o próximo ponto da seqüência de iterações a partir de um ponto xk, 
os algoritmos utilizam informações a respeito da função f em xk e, possivelmente, informações 
das iterações anteriores x0, x1, ..., xk-1. Essas informações são utilizadas para encontrar um ponto 
xk+1, no qual o valor da função f seja menor do que o valor de f em xk. Alguns métodos 
escolhem uma direção pk e procuram ao longo dessa direção um novo ponto xk+1, no qual o 
valor de f seja menor do que o valor de f em xk. A iteração é dada por: 
kkkk pxx 1                    (5.17) 
O sucesso do método depende de escolhas eficientes da direção pk e do tamanho do 
passo k .  
A maioria dos métodos requer que pk seja uma direção descendente, já que essa 
propriedade garante que o valor da função f diminua ao longo dessa direção. Assim, a direção 
pk costuma ter a forma apresentada na Equação (5.18).  
kkk fBp 
1
                    (5.18) 
Na Equação (5.18), Bk é uma matriz simétrica não-singular. No Método de Newton, Bk 
é o Hessiano )(2 kxf . Nos métodos de Quase-Newton, Bk é uma aproximação do Hessiano 
atualizada a cada iteração.  
Fazendo kk HB 
1
, obtém-se: 
kkk fHp                      (5.19) 
kkkkk fHxx  1                    (5.20) 
Para o problema de equilíbrio em análise, a função objetivo f é dada por: 




No presente trabalho, a função objetivo será minimizada utilizando o Método de 
Quase-Newton. A aplicação desse método exige que se determine kf . Por definição, um 









                  (5.22) 
A anulação do diferencial do funcional a ser minimizado fornece a equação de 
equilíbrio: 
, D ,)( v D 0)()(   vLv tt                 (5.23) 
Π(∆𝑢) ,tt   D  )( v 0)(   vL tt                 (5.24) 
,tt  D  )( v )( vL tt                     (5.25) 
A função  , dada pela diferença entre as forças internas e as forças externas na forma 
discreta, é denominada resíduo e corresponde ao diferencial do funcional que se pretende 
minimizar. Assim, para o problema em análise a Equação (5.20) assume a forma discreta:  
)(1 kkkkk UHUU                     (5.26) 
Nesse trabalho, a atualização de Hk foi realizada a partir do método BFGS. A teoria 
envolvida na derivação do método pode ser encontrada em Nocedal e Wright (1999). A 




















UU              (5.27) 
onde: 
)()( 1 kkk UUy                     (5.28) 












                   (5.30) 
A adoção de uma aproximação da matriz inversa do Hessiano possui uma vantagem, 
além do fato de não ser necessário determinar as derivadas segundas da função objetivo. 
Sabe-se que o Hessiano deve ser uma matriz positivo-definida. Em geral, longe do mínimo, 
não há garantia de que o Hessiano seja positivo definido, de forma que incrementos de 
deslocamento na direção calculada pelo Método de Newton utilizando o Hessiano podem 
levar a pontos onde o valor da função está aumentando (Press et al, 1992). A estratégia do 
Método de Quase-Newton consiste em adotar uma matriz simétrica, positivo-definida como 
aproximação inicial do Hessiano e construir as demais aproximações Hk de forma que a matriz 
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Hk permaneça simétrica e positivo-definida. Longe do mínimo, esse procedimento assegura 
que os incrementos de deslocamento ocorram ao longo da direção de decréscimo da função 
objetivo. Próximo ao mínimo, a fórmula de atualização de Hk aproxima-se do Hessiano, 
obtendo-se a convergência quadrática do Método de Newton. 
Quando não se está suficientemente próximo do mínimo, acrescentar ao deslocamento 
inicial todo o incremento calculado, kk fH  , pode não levar a um decrescimento da função 
objetivo, mesmo que a aproximação do Hessiano seja uma matriz positivo-definida (Press et 
al, 1992). O único aspecto que se pode garantir é que inicialmente a função objetivo decresce 
na direção do incremento calculado, no entanto, após um decréscimo inicial, a função pode 
passar a crescer. Por essa razão, adotam-se métodos de cálculo de passo. Dentre eles pode-se 
citar o método secante, que serve para determinar o tamanho do passo a ser dado na direção 
determinada. Descrições do Método Secante podem ser encontradas em Press et al (1992) e 
Akay (1994). 
Nos Quadros 2 e 3 são apresentados os algoritmos utilizados para resolver o problema 
de equilíbrio. Os algoritmos apresentados podem ser encontrados em (Press et al, 1992). 
 
Quadro 2 - ALGORITMO DO MÉTODO DE QUASE-NEWTON COM EQUAÇÃO DE ATUALIZAÇÃO BFGS. 
Determinar 1U  
Determinar 1H  (em geral, IH 1 ) 
Determinar )( 11 Uf   
Determinar )( 11 Up   
Fazer para k =1, ITMAX (onde ITMAX é o número máximo de iterações admitido) 
Determinar k , tal que   )()]([ kkkkkk UpTOLpUp   , onde: 
TOL é um valor de tolerância. 
Fazer kkkk pUU  1  
Fazer kkk UUs  1  
Calcular )( 1 kU  
TEST = 0.0 
TEMP = 0.0 
Fazer TEST = )().( kk UU   
Fazer TEMP = )().( 11   kk UU  
Se |TEMP| TESTGTOL , finalizar a rotina (critério de convergência satisfeito) 
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Fazer )()( 1 kkk UUy    
Fazer kkk yHhy .  
Fazer kk syfac .  
Fazer kk hyyfae .  
Fazer kk yysumy .  
Fazer kk sssums .  









kkk hyfadsfacy ..   
kkkkkkk yyfaehyhyfadssfacH ......1   
Fim 
Fazer )(. 111   kkk UHp  
Fim 
 
Quadro 3 - QUADRO DO MÉTODO SECANTE UTILIZADO PARA DETERMINAR O TAMANHO DO PASSO k  
Fazer 01   
Fazer 12  
Fazer 1k  
Fazer MAXIT = número máximo de iterações permitido 
Fazer TOLX = tolerância 
Fazer )(1 kk UpC   
Fazer TOL=C1 
Fazer kkkk pUU  1  
Calcular )( 1 kU  
Fazer )( 12  kk UpC  
Se 21 CC  , fazer 
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1 k  





1 L  
2 k  
Fim 












kL    
21 CC   
  kk  
kkkk pUU  1  
Calcular )( 1 kU  
)(. 12  kk UpC  
Se TOLCouTOLX  2 , finalizar a rotina (critério de convergência satisfeito). 
Fim 
 
5.3. Algoritmos para a resolução da equação constitutiva 
 
Nessa seção, são apresentados algoritmos que podem ser utilizados para resolver a 
equação constitutiva do problema de dano e ganho de rigidez. Depois de calculado o 
incremento de deslocamento u , é calculado o incremento de deformação   e atualizam-se 
as deformações totais  . Por meio da equação constitutiva,   está relacionado com  , 
conforme apresentado na Equação (3.15). As tensões obtidas são puramente elásticas.  
Pretende-se encontrar os incrementos de forças termodinâmicas ),( hd AA   
relacionados com o incremento de deformações total  D u . 
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A condição necessária e suficiente para que o vetor ),( hd AA   seja solução do 
problema proposto é: 
),())(),(( hhddPhCdC AAAAIndAjAj                (5.31) 
Para o caso em que P é a região identificada por meio de m funções convexas, a 
condição apresentada na Equação (5.31) é determinada pelo seguinte sistema: 
),,()( hddAdC AAAfAj d                  (5.32) 
),,()( dhhAhC AAAfAj h                  (5.33) 
0),,(  hhdd AAAAf                  (5.34) 
0                     (5.35) 
0).,,(  hhdd AAAAf                  (5.36) 
Caso existam relações entre as forças termodinâmicas e os multiplicadores de 
Lagrange  , relações que informam a evolução das tensões generalizadas admissíveis, elas 
podem ser escritas como: 
)(  ddd AAA                    (5.37) 
)(  hhh AAA                    (5.38) 
É possível simplificar o sistema de Equações (5.32) a (5.38) sob a seguinte forma: 
fFondeFouf  ,0)(0)(                  (5.39) 
0                     (5.40) 
0).(  f                    (5.41) 
O problema apresentado nas Equações (5.39) a (5.41) é denominado problema de 
complementaridade não linear. Um dos enfoques utilizados para resolver esse tipo de 
problema consiste em resolver uma seqüência de subproblemas de complementaridade linear. 
Isto é, dado k , obtém-se 1 k  a partir da resolução do subproblema de 
complementaridade linear: 
0                     (5.42) 
0))(()(  kkkFw                  (5.43) 
0.  wT                     (5.44) 
Diferentes métodos podem ser empregados para resolver o problema de 
complementaridade não linear segundo o enfoque apresentado. A diferença entre esses 
métodos encontra-se na maneira como a matriz )(
k  é definida e atualizada a cada 
iteração. No Método de Newton, por exemplo, a matriz )(
k  é a matriz Jacobiana 
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)( kF  . Já no método de Quase-Newton, a matriz Jacobiana é substituída por uma 
aproximação atualizada a cada iteração por meio, por exemplo, da fórmula BFGS. O quadro 4 
apresenta um algoritmo para resolver o problema de complementaridade não linear. 
 
Quadro 4 - ALGORITMO PARA RESOLUÇÃO DO PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDADE NÃO LINEAR 
 
1. Inicializar k  
2. Calcular )( kF   
3. Enquanto    )()( 1kk : 
Obter 1 k  a partir da resolução do subproblema de complementaridade linear: 
0 , 0))(()(  kkkFw  , 0.  wT  
Calcular )( 1 kdA   
Calcular )( 1 khA   
Calcular )( 1 kF   
Calcular )( 1 kF   
Atualizar k, isto é, k = k + 1 
Fim 
 
O subproblema de complementaridade linear pode ser resolvido através de métodos 
que, a partir de um número finito de iterações, conduzem a uma solução exata do problema, 
como, por exemplo, o Método de Lemke ou Newton Raphson.  
É importante ressaltar que, quando a região P das tensões e forças termodinâmicas 
admissíveis é definida através de uma única função de escoamento, o problema de 
programação matemática obtido pode ser resolvido de forma mais simples. Sendo conhecido 
o estado atual de tensões e forças termodinâmicas admissíveis ),,( hd AA  e um dado 
incremento  , se: 
0),,(  hhdd AAAAf                  (5.45) 
não ocorre um estado inadmissível de tensões generalizadas e 
0                     (5.46) 
Logo: 











DA hd                   (5.49) 
A situação em que se tem um estado inadmissível de tensões generalizadas, 
identificada através de: 
0),,(  hhdd AAAAf                  (5.50) 
recai em um problema de encontrar a menor raiz positiva da equação não linear: 
0)( f                     (5.51) 
O Método de Newton-Raphson pode ser utilizado para resolver o problema. No 
Quadro 5, apresenta-se o algoritmo de Newton-Raphson empregado na solução de problemas 
envolvendo materiais com comportamento elasto-idealmente-plástico e critério de 
escoamento definido por uma única função. 
A função de escoamento )( f , presente no Quadro 5, é definida com o auxílio das 
funções apresentadas nas Equações (5.52) e (5.53). 
)(  ddd AAA                    (5.52) 
)(  hhh AAA                    (5.53) 
 
Quadro 5 – ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON PARA PROBLEMAS ENVOLVENDO MATERIAIS COM DANO 
E GANHO DE RIGIDEZ E CRITÉRIO DE EVOLUÇÃO DA REGIÃO P DEFINIDO POR UMA ÚNICA FUNÇÃO DE 
ESCOAMENTO. 
 
1. Calcular ,,, hd AA ),,( hd AAf   
2. Se 0),,( hd AAf   


























   
1 kk  
Calcular )(
1 kdA   
Calcular )(
1 khA   
Calcular )( 1 kf   
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5.4. Aplicação do Algoritmo de Newton-Raphson para o modelo de dano e 
recuperação da rigidez com uma função escoamento 
 
Nessa seção, a função de escoamento representada por Cuomo no artigo de 2006 é 
reescrita e tomada como uma função quadrática, a fim de facilitar a obtenção de uma relação 
entre tensões e multiplicadores de Lagrange da forma apresentada na Equação (5.54). A 
equação para a determinação do gradiente da função de escoamento também é apresentada 
sob a forma especificada no algoritmo de programação matemática (Newton-Raphson) 
apresentado anteriormente. 
A função de escoamento para o modelo do Cuomo é dada pela equação: 
  0)()(, 021  ddd AAJIAf                 (5.54) 
Onde 2J  é o segundo invariante do tensor de tensões desviador, 1I  é o primeiro 
invariante do tensor de tensões, 0dA  é a força termodinâmica de dano inicial e  ,  são 

















112  J           (5.55) 
3322111 )(   trI                   (5.56) 
Na formulação adotada nesta dissertação foi incluída na equação do Cuomo as forças 
termodinâmicas de ganho. E foi adotada uma força termodinâmica inicial de ganho maior que 
a força termodinâmica inicial de dano. A equação ficou então: 
  0)()(,, 0021  hhddhd AAAAJIAAf               (5.57) 
 Esta equação pode ser reescrita como: 
)()()()( 0012
hhdd AAAAIJ                  (5.58) 
 E pode-se tomar a forma quadrática da mesma elevando ao quadrado ambos os lados 
da equação, retirando assim o segundo invariante da raiz quadrada: 
  20002000121222 )())((2)()()(2 hhhhddddhhdd AAAAAAAAAAAAIIJ     (5.59) 
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 Agrupando os últimos 3 termos da direita e substituindo na equação, tem-se: 
   20000121222 )()()()(2 hhddhhdd AAAAAAAAIIJ            (5.60) 
 Os invariantes do tensor de tensões )( 1I  e do tensor de tensões desviador )( 2J  podem 




2 MJ                      (5.61) 




































M                  (5.63) 
 TG 000111                   (5.64) 
 O quadrado do primeiro invariante do tensor de tensões pode ser reescrito como: 
 .)( 21 JI                      (5.65) 
































J                   (5.66) 
 Assim, a função de escoamento assume a forma: 
      0)()()()(2.2
2
1 2000022  hhddhhdd AAAAAAAAGJM     (5.67) 
 E, finalmente, denominando a matriz  JM 22 2   de matriz Q e o termo G2  de 
G , obtém-se: 
    0)()()()(.
2
1 20000  hhddhhdd AAAAAAAAGQf 
  
   (5.68) 
Dessa forma, a região admissível passa a ser representada por: 











20000 hhddhhddhd AAAAAAAAGQAAP     (5.69) 
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As forças termodinâmicas de dano e ganho em função do multiplicadore de Lagrange 
podem ser obtidas a partir das equações: 
  ),,(),,( hhdd
A
hdd
c AAAAfAAj d              (5.70) 
  ),,(),,( hhdd
A
hdh



























































                   (5.73) 
 Serão consideradas de agora em diante as igualdades a seguir. A tensão não é função 
dos multiplicadores de Lagrange. 
                      (5.74) 
)(  ddd AAA                    (5.75) 
)(  hhh AAA                    (5.76) 
 Os incrementos das variáveis internas de perda e do ganho de rigidez em função do 
multiplicador de Lagrange podem ser obtidos pelas seguintes equações: 
  ),,( hhdd
Ad
AAAAfd                (5.77) 
  ),,( hhdd
Ah
AAAAfh                (5.78) 
A derivada de f em relação às forças termodinâmicas é: 
 )()(2)()( 00 hhdd
AA
AAAAGff hd                  (5.79) 
 Substituindo as equações (5.72) e (5.73) nas equações (5.77) e (5.78) pode-se 
encontrar as forças termodinâmicas isolando-as nas equações. As forças termodinâmicas de 
ganho de rigidez e de dano são simétricas uma em relação à outra. A seguir é apresentada a 
equação da força termodinâmica de dano, a força termodinâmica de ganho é igual, a diferença 
é que basta apenas substituir onde se tem dA , dA  por hA , hA  e onde se tem hA , hA troca-se 





















































               (5.81) 
 3
1


















              (5.83) 
 Utilizando as equações (5.74), (5.75) e (5.76), a função de tensões generalizadas 
admissíveis passa a ser definida por: 




20000  hhddhhdd AAAAAAAAGQf         (5.84) 
 Nos casos em que não se tem admissibilidade de tensões generalizadas, isto é, nos 
casos em que: 
0),,( hd AAf                     (5.85) 
o problema consiste em achar a menor raiz positiva da equação: 
0)( f                     (5.86) 
 A determinação da menor raiz positiva da equação (5.86) pode ser realizada utilizando 
o método de Newton- Raphson, conforme descrito anteriormente. O algoritmo deste método 
envolve o cálculo do gradiente de f, que deve ser feito em relação ao multiplicador de 
Lagrange, ou seja, )(   f . A seguir é apresentado este gradiente. 



















    (5.87) 
 As únicas variáveis em função do multiplicador de Lagrande na equação (5.87) são as 
forças termodinâmicas de ganho e de dano, portanto, o cálculo da derivada de f se resume ao 
cálculo das derivadas das forças termodinâmicas. Após algum algebrismo pode-se escrever a 




















hhdd              (5.88) 
Substituindo nas equações (5.77) e (5.78) os gradientes da função f e efetuando alguns 
algebrismos é possível obter: 
     )()(2 00 hhddd AAAAG                (5.89) 
     )()(2 00 hhddh AAAAG                (5.90) 
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5.5. Aplicação do Algoritmo de Newton-Raphson para o modelo de dano e 
recuperação da rigidez com duas funções de escoamento 
 
Aplicando a mesma metodologia do item 5.4 e considerando duas funções de 
escoamento (5.91) e (5.92) tem-se: 
  0)()(, 0121111  ddd AAJIAf                 (5.91) 
  0)()(, 0222122  hhh AAJIAf                 (5.92) 
Simplificando (5.72) e (5.73), para uma situação onde se tem apenas dissipação no 
plano das forças termodinâmicas de ganho e de perda de rigidez, respectivamente, obtem-se 
(5.93) e (5.94). 
])()[()()( 3/23/23/13/2   ddhdcd AAAkAj                (5.93) 
])()[()()( 3/23/23/13/2   hhdhch AAAkAj                (5.94) 
 Os incrementos das variáveis internas da perda e do ganho em função do multiplicador 
de Lagrange podem ser obtidos pelas seguintes equações: 
  11fdAd                      (5.95) 
  22fhAh                     (5.96) 
Igualando (5.93) com (5.95) e igualando (5.94) com (5.96) obtemos, respectivamente: 
   1
3/23/23/13/2 ])()[()( ddh AAAk                 (5.97) 
   2
3/23/23/13/2 ])()[()( hhd AAAk                 (5.98) 










































                (5.100) 
Pode-se reescrever (5.91) e (5.92), em função do multiplicador de Lagrange )(   e 














hhhh AAAAGQf              (5.102) 
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As derivadas das funções de escoamento em função do multiplicador de Lagrange 


































             (5.102) 
A derivada das forças termodinâmicas explicitada nas Equações (5.101) e (5.102) são 






















































































           (5.103) 
A evolução das variáveis internas, agora em termos do multiplicador de Lagrange, 
completa a formulação do algoritmo de Newton-Raphson: 
    )(1fd                    (5.104) 
    )(2fh                    (5.105) 
 
5.6. Descrição do Programa Desenvolvido 
 
Com base na formulação desenvolvida e apresentada neste trabalho, foram construídos 
dois programas de remodelamento ósseo, capazes de descrever o remodelamento ósseo para 
os casos unidimensionais (REMOLD 1D) e bidimensionais (REMOLD 2D). 
Os programas foram desenvolvidos em linguagem de programação FORTRAN 90, 
utilizando os compiladores Compac Visual Fortran 6.5, Copyright
©
 2000 Compac Computer 
Corporation no sistema operacional Windows e o GFORTRAN 4.1 (GNU Fortran compliler, 
parte do GCC) no sistema operacional Linux.  
Algumas rotinas de Elementos Finitos e de imposição das condições de contorno 
foram adaptadas de FREITAS, 2008. Considera-se que o material em análise é isotrópico, não 
havendo, no entanto, restrição quanto ao número de materiais que podem compor a estrutura 
analisada (osso trabecular, osso cortical, ligamentos, próteses, entre outros). 
No módulo de pós-processamento os dados gerados no programa REMOLD 2D foram 
escritos diretamente em scripts VTK e a visualização das tensões generalizadas, deformações, 
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densidades e alfas foi feita no software Kitware ParaView versões 3.2.1 e 3.2.4 (Parallel 
Visualization application kitware). O pós-processamento da simulação com o código do 
REMOLD 1D foi feita utilizando rotinas do GNUPLOT. 
Um resumo de como o programa desenvolvido é estruturado está apresentado na 
Figura 19. 
 
Figura 19 – Forma como o programa desenvolvido encontra-se estruturado.  
 
 O fluxograma da subrotina de resolução do problema constitutivo utilizada nos 
programas REMOLD 1D e REMOLD 2D pode ser visualizada na Figura 20. 
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Figura 20 – Fluxograma da subrotina do problema constitutivo.  
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6.1. Simulações Realizadas 
Foram realizadas três simulações: um exemplo unidimensional de um corpo de prova, 
um exemplo bidimensional de uma trabécula óssea e um exemplo bidimensional de um dente 
representando o movimento ortodôntico. A teoria desenvolvida nos capítulos anteriores é uma 
teoria geral e para a simulação foram consideradas algumas modificações dependendo do tipo 
de análise apresentado.   
6.1.1. Exemplo unidimensional de um corpo de prova sobre tração 
Neste exemplo será considerado um problema unidimensional representando o ensaio 
de tração de um corpo de prova ósseo conforme a Figura 21, com densidade independente das 
variáveis internas e carga concentrada (Q), aplicada de forma incremental em um determinado 
passo de tempo.  
 
Figura 21 – Figura de dois elementos unidimensionais numa representação 
 simplificada de um corpo de prova. 
 
 
Considerando a densidade aparente variável em função das variáveis internas:  
),( hdt     (6.1) 
A Energia Livre de Helmholtz para este caso unidimensional é representada na 
Equação (6.2) e considerando a direção de aplicação da carga como a direção x, tem-se: 
  20 )1)(1(
2
1
,, xhdhdx E        (6.2) 
  xhdhdx E   )1)(1(,, 0  (6.3) 
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d EA     (6.4) 




h EA    (6.5) 
A evolução do processo de remodelação óssea, ocorre basicamente em três fases, 
uma onde o material íntegro recebe o carregamento mas ainda permanece íntegro, outra onde 
aparecem as microfissuras e o microdano (perda de resistência) e outra onde o tecido ósseo 
sofre o processo de recuperação (ganho de resistência).  
A caracterização destas fases depende de como serão definidas as variáveis internas e 
os potenciais, para que sejam consideradas as particularidades do processo de remodelação 
que variam de acordo com características específicas do tipo de osso, da espécie estudada e de 
outros fatores.  
Supondo que cada uma das fases ocorre em subintervalos distintos, apresenta-se uma 
análise, com a definição em termos de diagramas tensão-deformação do que ocorre em cada 
fase do processo de remodelação óssea. As regiões das forças termodinâmicas admissíveis 
também são apresentadas.  
Para todas as fases, as equações são obtidas a partir da substituição das variáveis 
internas nas equações (6.3) a (6.5).  
A função de escoamento considerada é definida na equação (6.6).  
  )()(,, 00 hhddhd AAAAAAf   (6.6) 
Para definir o potencial de dissipação é necessário determinar o potencial 
complementar, em função das variáveis duais. Dessa forma, como mostra a Equação (6.7), 
















  (6.7) 
ou, em função das variáveis duais, para um tempo t : 




















































































Como na formulação será necessário trabalhar com os gradientes de cj  e, de acordo 
com o Teorema 4 da Análise Convexa descrito na Seção A.10 do Anexo A, o potencial cj  































































































































Os incrementos das variáveis internas de perda e ganho de rigidez são determinados 
por: 
)( hdcAd AAjd     
)( hdcAh AAjh     
(6.12) 

































































 Fase inicial do material 
Na fase inicial do carregamento o material é considerado íntegro, logo:   
00  hd e   e as forças termodinâmicas generalizadas são: 










h EA             
(6.14) 
Observa-se que para a fase onde o material se encontra íntegro, com comportamento 
elástico linear, as forças termodinâmicas de perda e ganho de rigidez são iguais.  
A Figura 22 mostra o diagrama tensão-deformação para a condição de material 
íntegro coma área escurecida indicando as forças termodinâmicas de perda e de ganho de 
rigidez. 
 
Figura 22 – Diagrama tensão-deformação para o material na fase inicial. 
 
 
Substituindo-se em (6.6) as relações de (6.14), tem-se a função de escoamento como 














 xxxxhdx EEEEf 0000  (6.15) 
 Fase de perda de rigidez do material 




material, logo: 00  hd e   e as forças termodinâmicas generalizadas são: 





d EA    




h EA    
(6.16) 
 
O diagrama da Figura 23 apresenta o comportamento do material que estava íntegro e 
nesta fase sofreu perda de rigidez.  
As áreas escurecidas mostradas na Figura 23 representam as forças termodinâmicas de 
perda de rigidez  dA  e de ganho de rigidez  hA .  
Observa-se que hd AA   para qualquer valor de x  e que a força termodinâmica de 





  (6.17) 
com xE  0
~  definida como a tensão efetiva do material.  
 
Figura 23 – Diagrama tensão-deformação para o material na fase de perda de rigidez. 
 
Substituindo-se em (6.6) as relações de (6.16) tem-se a função de escoamento como 









































 Fase de ganho de rigidez do material 
Na fase de ganho de rigidez aparecem os efeitos de reparação no material, logo: 
00  hd e   e as forças termodinâmicas generalizadas são: 
  xhhdx E   )1(,, 0  









h EA             
(6.19) 
 
O diagrama que define o comportamento do material que estava danificado e nesta 
fase sofreu ganho de rigidez é mostrado na Figura 24.  
 
As áreas escurecidas mostradas na Figura 24 representam as forças termodinâmicas de 
perda de rigidez  dA  e de ganho de rigidez  hA .  
Observa-se que dh AA   para qualquer valor de x  e que a força termodinâmica de 





  (6.19) 
com xE  0




Figura 24 – Diagrama tensão-deformação para o material na fase de ganho de rigidez. 
 
 
Substituindo-se as relações de (6.19) em (6.6) tem-se a função de escoamento como 







































6.1.2. Modelo bidimensional representando uma trabécula óssea com densidade 
dependente das variáveis internas 
 
A modelagem de uma trabécula resume o que ocorre microscopicamente no 
remodelamento de um osso trabecular. A Figura 25 ilustra a estrutura de um osso esponjoso 
com um aumento de 40 vezes e o detalhe de uma trabécula. O osso esponjoso consiste numa 
rede de osso fino com espaços vazios no seu interior, as estruturas que não são espaços vazios 






Figura 25 – Estrutura do osso esponjoso. Detalhe em vermelho 
mostrando uma trabécula óssea (Adaptado de Simões, 2008). 
 
 A modelagem simplificada desta trabécula pode ser entendida melhor na Figura 26, 
onde cargas de compressão afetam a estrutura engastada no lado esquerdo. 
 
Figura 26 – Modelo bidimensional de uma Trabécula. 
 
 A malha utilizada, assim como as condições de contorno pode ser observada na Figura 
27. Em vermelho estão as restrições ao movimento em x, conhecidas como condições de 
contorno de Dirichlet. As flexas indicam a tensão aplicada na área dos elementos, também 
chamada de condição de contorno de Neumann. A tensão aplicada foi igual a 1.0 MPa. 
 
 




O número de elementos utilizados na malha, assim como o número de passos de carga 
podem ser consultados na Tabela 3, onde estão os dados de entrada do programa.  
 
Tabela 3 – Dados de Entrada do Programa. 
Dados de entrada do Programa 
Número de Elementos 40 
Número de Pontos de Integracao de Gauss por Elemento 9 
Número de Nós por Elemento 8 
Numero de Passos de Carga 200 
Fator que multiplica a Carga 0.005 
 
 Na simulação os dois elementos com a cor azul clara da Figura 27 começaram 
danificados. O valor utilizado para o alfa de dano para cada um dos nove pontos de Gauss de 
cada elemento foi igual a 𝛼𝑑 = 0.67. 
 
Tabela 4 – Parâmetros do Material 
Parâmetros do Material 
Módulo de Elasticidade 1000 MPa 
Coeficiente de Poisson 0.25 
Parâmetro Material da função f – coeficiente µ 0,000012 
Parâmetro Material da função f – coeficiente β 0.0000039 
 
Na Tabela 4 estão as propriedades do material utilizadas na simulação. Para a rigidez 




6.1.3. Aplicações na Ortodontia – Modelo bidimensional representando um 
dente e o osso cortical ao seu redor – Modelo isotrópico 
 A representação geométrica do dente foi baseada em radiografias gentilmente cedidas 
pela dentista Érica Lopes Ferreira. O modelo geométrico do dente representa um incisivo 





Figura 28 - Radiografia dos incisivos centrais superiores. 
 
 A imagem da radiografia foi trabalhada no software AutoCAD, onde foi possível 
extrair as coordenadas que delimitam o dente e o osso trabecular. A partir destas coordenadas 
foi gerada uma malha para um dente e o osso circunvizinho com o auxílio do software Ansys 
como mostra a Figura 29. 
 
Figura 29 – Malha de Elementos Finitos com as condições de contorno de pressão em vermelho e de 
deslocamento zero em roxo. 
 
 Foi aplicada uma força de 1 N, que foi dividida em 400 passos de carga, ou seja, uma 
força de 0.0025 N por passo de carga. A força foi aplicada na coroa do dente no sentido 
vestíbulo-lingual, gerando um movimento de inclinação do dente no mesmo sentido.  A força 
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aplicada e as condições de contorno no osso trabecular (deslocamento zero em suas laterais e 
base) estão representadas na Figura 29. Neste modelo, serão consideradas apenas as tensões e 
deformações no osso adjacente ao dente, considerando que as forças já foram transferidas 
para o osso alveolar pelo ligamento periodontal, quando as tensões e deformações que se 
produzem na região óssea ativam processos de remodelação que resultam numa alteração 
permanente da posição do dente.  
 A malha utilizada no modelo contém 866 elementos quadrados com funções de 
interpolação quadráticas, 8 nós por elemento e 9 pontos de integração de Gauss por elemento. 
Ao todo existem 2739 nós e 7794 pontos de Gauss, onde são resolvidas todas as equações. 
Dos 866 elementos, 530 (em verde escuro na Figura 29) representam o osso trabecular e 336 
(em azul na Figura 29) representam o dente incisivo central superior. 
A seguir é apresentada a tabela das características materiais utilizadas no modelo: 
 
Tabela 5 - Características Materiais do Modelo de Elementos Finitos. 
 Módulo de Young (MPa) Coeficiente de Poisson 
Osso Trabecular 0.027 0.32 
Dente (Dentina) 0.06 0.35 
 
A seguir serão apresentadas as características básicas do modelo isotrópico utilizado 
na simulação do remodelamento ósseo. Este modelo foi baseado no modelo isotrópico de 
Stanford (Jacobs, 1994 apud Rüberg, 2003) e em algumas considerações de McNamara, 2007. 
O algoritmo desenvolvido para modelar o processo de remodelamento deve seguir 
algumas etapas. O problema de equilíbrio é resolvido em passos de carga e para o primeiro 
passo de carga considera-se o dente e o osso trabecular como material que obedece a teoria da 
elasticidade. 
Para cada passo de carga (i) onde as equações são resolvidas nos pontos de Gauss (j) 
assim como as variáveis de deformação ( ), tensão ( ), deslocamento (u), os alfas ( hd  , ) 
e o incremento de deformação (  ). As densidades (  ), o módulo de Elasticidade ou Young 
(E) e o coeficiente de poisson ( ) são calculados para cada elemento da malha. O algoritmo 
para cada passo de carga pode ser resumido no Quadro 6. 
A variável vS  é a área de superfície específica ou a densidade de superfície e representa 
a área de superfície interna por unidade de volume, é diretamente relacionada com a 





2345              (6.22) 
 
Os gráficos das Figuras 30 e 31 representam as leis utilizadas para o ganho e perda 
óssea nos casos de tração e compressão. Em cada um dos casos (tração e compressão) é 
possível se obter ganho (aumento da rigidez) e/ou perda óssea (dano) de acordo com o nível 
de deformação apresentado. Os níveis utilizados neste trabalho são explicitados na Tabela 6. 
Nos gráficos as deformações estão representadas em Micro Strain (deformações micro = 
10−6), como adotado por Frost, 1960 e McNamara, L.M. Prendergast P.J., 2007. 
 





O quadro 6 está representando o algoritmo simplificado do modelo implementado. O 







Figura 30 – Remodelamento ósseo na compressão. 
 
 
Figura 31 – Remodelamento ósseo na tração. 
 
 
As leis representadas nas Figuras 31 e 32 podem ser escritas como funções que 
descrevem o comportamento do osso. A seguir são apresentadas 4 funções: 
t
df  é a função de 
dano na tração, 
c
df  é a função de dano na compressão, 
t
hf  é a função de ganho na tração e 
c
hf  
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d AAAA 0000 ,,,  representam as forças termodinâmicas iniciais de 
dano na tração e compressão e as forças termodinâmicas iniciais de ganho na tração e 
















































                     (6.30) 
 
Os valores das deformações nas equações das forças termodinâmicas iniciais são os 
valores que nas Figuras 31 e 32 separam as zonas de dano e ganho das zonas mortas. A tabela 
a seguir apresenta os valores destas constantes retiradas de Mcnamara, et al. 2007.  
 
Tabela 6 - Deformações que delimitam a zona morta para tração e compressão, valores em Micro Strain. 
c
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A seguir são apresentados os resultados do modelo proposto. No item 7.1 estão os 
resultados do modelo unidimensional, no item 7.2 estão os resultados do modelo 
bidimensional de uma trabécula óssea. No item 7.3 é apresentado um exemplo aplicado à 
ortodontia. 
 
7.1. Modelo unidimensional 
 
A seguir são apresentados alguns resultados das simulações do modelo unidimensional 
representando um ensaio de tração. A Figura 32 é a mesma apresentada no capítulo da 
modelagem e representa o modelo simulado. 
 
 
Figura 32 – Modelo unidimensional simulado. 
 
    Os parâmetros do corpo de prova, a largura de cada elemento L1 e L2, a rigidez e a 
área de cada elemento E1, A1 e E2, A2 podem ser observados na Tabela 7. 
 
Tabela 7 – Parâmetros materiais da simulação unidimensional. 
Parâmetro Valor 
L1 (m) 0.0125 















7.1.1. Rigidez inicial constante 
  
 A seguir são apresentados alguns resultados das simulações do modelo 
unidimensional com módulos de elasticidade iguais para os dois elementos. Os gráficos das 
Figuras 33, 34 e 35 representam o que aconteceu no remodelamento do Elemento 1 que foi 
idêntico ao Elemento 2. 
A Figura 33 ilustra o diagrama de tensões e deformações para o Elemento 1, o 
processo de danificação ocorreu até uma deformação de menos de 2 %, em seguida o 
processo de recuperação de rigidez se processou. 
Os parâmetros de entrada desta simulação podem ser observados na Tabela 8. 
 
Tabela 8 – Parâmetros de entrada da simulação com rigidez inicial dos elementos constante. 
Parâmetro Valor 
E1 - Módulo de Elasticidade inicial – Elemento 1 (MPa) 4.50 
E2 - Módulo de Elasticidade inicial – Elemento 2 (MPa) 4.50 
Número de Passos de Carga 1000 
𝛼𝑑  𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 - Elemento 1 0.0 
𝛼𝑑  𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 - Elemento 2 0.0   
𝛼𝑑𝑚𝑎𝑥 0.67 
𝛼𝑕𝑚𝑎𝑥 1.0   
𝐴𝑑0 (MPa) 969.61 
𝐴𝑕0  (MPa) 10000.00 
 
O processo de danificação aconteceu até o passo de carga 92, quando começou o 
processo de recuperação da rigidez como pode ser observado na Figura 34.  
 





Figura 34 – Evolução das variáveis internas para o Elemento 1 com os passos de carga. 
 
 
Observando a Figura 35 é possível obsevar que ao final da danificação o módulo de 
elasticidade inicial, 4.5 MPa, encontrava-se a um valor igual a 33% da rigidez inicial, 
enquando que no final do processo de recuperação / ganho de rigidez ele encontrava-se a um 
valor de 55% da rigidez inicial. 
 
 








7.1.2. Dano inicial 
 
  
 As simulações do modelo unidimensional com módulos de elasticidade diferentes 
para os dois elementos são apresentadas nesta seção. Os gráficos das Figuras 36, 37 e 38 
representam o que aconteceu no remodelamento do Elemento 1 que foi diferente ao 
remodelamento que aconteceu ao Elemento 2. Os gráficos desta seção mostram a evolução 
dos processos de danificação e ganho até o momento em que a variável interna de ganho de 
rigidez atingiu a unidade. 
A Figura 36 ilustra o diagrama de tensões e deformações para os dois elementos, o 
processo de danificação ocorreu até uma deformação inferior a 2 % e, em seguida, o processo 
de recuperação de rigidez ocorreu.   
Os parâmetros de entrada desta simulação podem ser observados na Tabela 9. 
 
Tabela 9 – Parâmetros de entrada da simulação com rigidez inicial dos elementos constante. 
Parâmetro Valor 
E1 - Módulo de Elasticidade inicial – Elemento 1 (MPa) 4.50 
E2 - Módulo de Elasticidade inicial – Elemento 2 (MPa) 4.05  
Número de Passos de Carga 800 
𝛼𝑑  𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 - Elemento 1 0.0 
𝛼𝑑  𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 - Elemento 2 0.1   
𝛼𝑑𝑚𝑎𝑥 0.67 
𝛼𝑕𝑚𝑎𝑥 1.0   
𝐴𝑑0 (MPa) 969.61 
𝐴𝑕0  (MPa) 10000.00 
 
O processo de danificação terminou antes para o Elemento 2 e este elemento também 
foi o que apresentou maiores deformações ao final do processo de ganho de rigidez, como 
pode ser observado na Figura 36. As Figuras 37 e 38 apresentam a evolução das variáveis 




Figura 36 – Diagrama Tensão – Deformação para os Elementos 1 e 2. 
 
 
Figura 37 – Evolução das variáveis internas para os Elementos 1 e 2 com os passos de carga. 
 
 




7.2. Modelo bidimensional de uma Trabécula Óssea 
 
A idéia da apresentação deste exemplo é a simulação de um processo celular que 
ocorre na microestrutura da matriz óssea. A ilustração da Figura 39 mostra o processo de 
remodelamento ósseo da ativação, reabsorção e formação óssea (Doblaré et al, 2004). 
 
 
Figura 39 – Processo celular do remodelamento ósseo trabecular (Doblaré et al, 2004). 
 
 
              Os números variando de 0 até 6 na Figura 39 ilustram o processo de remodelamento 
ósseo e a camada de células ósseas sendo depositadas após a reabsorção óssea. A 
representação bidimensional simplificada de uma trabécula pode ser observada novamente na 
Figura 40. 
 
Figura 40 – Modelo bidimensional de uma trabécula óssea. 
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A distribuição das deformações na trabécula óssea pode ser visualizada nas Figuras 
41, 42 e 43. As Figuras também mostram a evolução de alguns passos de carga. 
 
 
Figura 41 – Distribuição das deformações na direção x do modelo  
bidimensional de uma trabécula óssea, passo de carga 30. 
 
 
Figura 42 – Distribuição das deformações na direção x do modelo  
bidimensional de uma trabécula óssea, passo de carga 120. 
 
 
A evolução da variável interna de dano pode ser visualizada na sequência de imagens 
da Figura 43. 




Passo de carga: 60  
Passo de carga: 100  
Passo de carga: 140  
Passo de carga: 200  
Passo de carga: 500  
 
Figura 43 – Evolução da variável interna de dano para a trabécula óssea. 
A evolução da variável interna de ganho de rigidez pode ser visualizada na sequência 
de imagens da Figura 44. 
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Passo de carga: 60  
Passo de carga: 110  
Passo de carga: 150  
Passo de carga: 200  
 




A Evolução do Módulo de Elasticidade pode ser acompanhada nesta série de imagens 
dos passos de carga partindo do zero até o passo de carga 500 na Figura 45. Após a simulação 
ter iniciado com a danificação nos dois elementos do lado direito da trabécula, esta 
danificação se processou em toda a camada vertical de elementos e foi se propagando para a 
esquerda até o final da trabécula. O processo de ganho de rigidez foi acompanhando o dano e 
recuperando o módulo de elasticidade que tinha baixado para aproximadamente 33 % do 




Passo de carga: 0  
Passo de carga: 50  
Passo de carga: 60  
Passo de carga: 70  
Passo de carga: 85  
Passo de carga: 90  
110 
 
Passo de carga: 100  
Passo de carga: 110  
Passo de carga: 140  
Passo de carga: 190  
Passo de carga: 500  
Figura 45 – Evolução da distribuição do módulo de elasticidade  para o modelo da trabécula. 
 
A densidade aparente do tecido ósseo pode ser relacionada com o módulo de 
elasticidade por uma equação linear, como já mostrado, e com esta relação é possível fazer 




7.3. Modelo Isotrópico – Aplicação na Ortodontia 
 
 A seguir são apresentados alguns resultados da simulação do exemplo da 
representação do movimento ortodôntico.  O tempo de resolução do problema de equilíbrio 
para os exemplos propostos foi de aproximadamente de 5 horas. Abaixo se encontram as 
imagens que mostram a distribuição das tensões no dente e no osso trabecular. 
 
  
Figura 46 – Distribuição da Magnitude de Tensões 
(Pa) ao final do passo de carga 400. 
Figura 47 – Distribuição das Tensões (Pa) na direção 
xy ao final do passo de carga 400. 
  
Figura 48 – Distribuição das Tensões (Pa) na direção 
y ao final do passo de carga 400. 
Figura 49 – Distribuição das Tensões (Pa) na direção 




Figura 50 – Distribuição das Deformações (10-6 – 
Micro Strain) na direção y ao final do passo de carga 
400. 
Figura 51 - Distribuição das Deformações (10
-6
 – 
Micro Strain) na direção x ao final do passo de carga 
400. 
  
As Figuras 54 e 55 mostram a distribuição de deformações no dente e no osso onde é 
possível notar que pela diferença de módulos de elasticidade as maiores deformações se 




Figura 52 – Distribuição das Densidades (Kg/m3) ao 
final do passo de carga 1. 
Figura 53 – Distribuição das Densidades (Kg/m3) ao 





 As Figuras 52 e 53 mostram a evolução da distribuição das densidades no osso 
trabecular entre o primeiro e o último passo de carga. O dente, representado em verde claro 
nas figuras 52 e 53, não teve suas densidades modificadas permanecendo durante toda a 








8. DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 
 
 Neste capítulo será feita uma breve discussão dos resultados obtidos nas três 
simulações, assim como as conclusões obtidas e sugestões para trabalhos futuros. A 
simulação unidimensional de dois elementos finitos foi muito importante para a calibração do 
modelo bidimensional, pois o problema é complexo e possui muitas variáveis. Então, a 
simplificação primordial para o caso unidimensional foi de grande valia para entender com 
detalhes cada processo, subrotina e o código como um todo. 
 A primeira simulação apresentou resultados muito próximos aos encontrados na 
literatura (Kopperdahl e Keaveny, 1998) possibilitando a validação do modelo com um ensaio 
uniaxial de tração. Os dois exemplos gerados (rigidez inicial igual para os dois elementos e 
dano inicial para o segundo elemento) mostraram que iniciando um dos elementos com um 
dano relativamente baixo modifica-se já significativamente o comportamento da estrutura, 
como foi possível visualizar no diagrama de tensão – deformação e na evolução das variáveis 
internas e do módulo de elasticidade. 
 O modelo bidimensional de uma trabécula óssea, na segunda simulação, mostrou-se 
adequado na simulação dos processos celulares dos osteclastos e osteoblastos no mecanismo 
de remodelamento ósseo. Após uma danificação, ou atividade celular osteoclástica de 
reabsorção óssea, o algoritmo identifica que existe uma região danificada e começa a reparar a 
região com o processo descrito aqui como o ganho de rigidez, ou atividade celular 
osteoblástica de reposição óssea. É interessante de notar que a primeira recuperação de rigidez 
acontece na região onde foi localizado o dano no início dos passos de carga. 
 Os resultados da terceira simulação mostraram-se adequados ao que era esperado para 
uma primeira análise, pois representou bem a relação do remodelamento no osso trabecular do 
ponto de vista qualitativo, tendo em vista o estudo do movimento ortodôntico. O modelo 
representou “tendências” de remodelamento nas mudanças das densidades que se deram ao 
longo dos incrementos de carga de forma iterativa, onde a densidade óssea diminuiu na região 
vestibular e aumentou na região lingual. Esses resultados estão de acordo com a teoria 
clássica que explicam a movimentação dentária induzida, segundo a qual ocorre 
predominantemente reabsorção óssea no lado do sentido do movimento e formação óssea no 
lado oposto (Reitan, 1951).  
 A teoria apresentada nos primeiros exemplos baseia-se entre outros fatores na 
definição de uma Energia Livre de Helmholtz e a partir dela e com a ajuda da análise convexa 
definir as variáveis internas e leis de fluxo. Entretanto, a definição apresentada nesta teoria 
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teve uma conseqüência: a recuperação da rigidez nos modelos unidimensional e 
bidimensional de uma trabécula óssea não foi total, ou seja, depois do dano e do ganho de 
rigidez o módulo de elasticidade não voltou ao módulo inicial. Isto aconteceu porque a 
influência da variável interna de ganho de rigidez sobre o dano não é linear conforme 
mostram as Equações (8.1) e (8.2). 
),,( hd             (8.1) 
   0)1)(1(
2
1
),,( Dhdhd       (8.2) 
Esta formulação causa uma inter-relação entre a perda e o ganho de rigidez que afeta 
as forças termodinâmicas. A força termodicâmica de dano depende da variável interna de 
ganho de rigidez e a força termodinâmica de ganho de rigidez depende da variável interna de 
dano. A formulação também causa uma dependência não linear na rigidez da estrutura como 
mostra a Equação (8.3). 
0)1)(1(),( DD hdhd           (8.3) 
Uma sugestão futura para o trabalho é a adoção de uma Energia Livre de Helmholtz 




d             (8.4) 






DD hd        (8.5) 
Com esta mudança uma variação na variável interna de dano de um valor x vai 
influenciar na rigidez da mesma forma que uma variação x na variável de ganho de rigidez 







),( DDD hdhd          (8.6) 
 Analisando agora a terceira simulação: variáveis termodinamicamente consistentes 
permitiram avaliar as regiões de dano e de ganho como conseqüência das deformações 
causadas pela força ortodôntica aplicada. Utilizando como base da formulação a teoria 
termodinâmica e a análise convexa futuramente será possível incluir neste modelo algumas 
variáveis que representem hormônios, fatores bioquímicos e células ósseas, aproximando 
ainda mais o modelo da realidade que envolve muitos conceitos e processos biológicos.  
 Na construção da teoria e das leis que governam o fenômeno da terceira simulação 
foram propostas duas leis, uma para tração e outra para a compressão, sendo que nas duas foi 
possível obter ganho e/ou perda óssea. Em cada uma destas leis existiam taxas de 
remodelamento, funções e mecanismos diferentes. Esse resultado está de acordo a recente 
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teoria para movimentação ortodôntica proposta por Melsen 2001, onde é possível haver 
formação óssea tanto na área de tração quanto de compressão, dependendo do nível de tensão 
e deformação dentro do tecido ósseo. 
 Para que os modelos numéricos representem melhor o movimento ortodôntico, e o 
processo de remodelamento em si, são necessários mais experimentos de onde se possam 
extrair leis e curvas comportamentais dos materiais estudados (ossos corticais e trabeculares, 
ligamento, e dentina) e também de mais relações interdisciplinares ligando pesquisadores das 
áreas exatas e tecnológicas a pesquisadores da área da saúde para unir as duas áreas de 
conhecimento. 
 Este trabalho ainda encontra-se em fase preliminar e entre as previsões para sua 
continuidade estão a inclusão no modelo do ligamento periodontal e do osso cortical. O 
programa de elementos finitos a cada passo de carga poderá avaliar a necessidade de 
adaptabilidade da malha no caso de uma fratura óssea. Outra sugestão para a continuidade do 
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APÊNDICE A. ANÁLISE CONVEXA 
 
Um breve resumo dos conceitos básicos da análise convexa encontra-se a seguir. Os 
conceitos apresentados baseiam-se, predominantemente, nos trabalhos de Rockafellar (1970), 
Lemaréchal (1993) e Houlsby (2002). O objetivo dessa seção não é apresentar os conceitos 
com formalismo e rigor matemático, mas sim introduzir definições e conceitos da análise 
convexa que se mostram úteis na formulação dos modelos desta dissertação. 
Ao longo dessa seção, C representa um subconjunto em um espaço vetorial V, com 
dimensões R e R
n
. A notação   ,   é utilizada para indicar um produto interno. 
 
 A.1 Funções Convexas de uma Variável Real 
 
Funções convexas de uma variável real formam uma importante classe de funções no 
contexto do que é usualmente chamado de análise real. Estas funções são muito utilizadas 
para otimização em muitas áreas da matemática aplicada onde suas propriedades são muito 
úteis para definir limites, contornos de inequações. 
Os intervalos formam os exemplos mais simples de subconjuntos dos Reais. Podem-se 
definir intervalos da seguinte maneira: um subconjunto 𝐼 ⊂ 𝑅 é um intervalo se, sempre que 𝑥 
e 𝑥′ pertencerem a I, uma das seguintes propriedades for atendida: 
(i) Todo ponto entre 𝑥 e 𝑥′ pertencer a I.  
(definição baseada no ordenamento natural dos reais). 
(ii) Para todo 𝛼 entre 0 e 1 o ponto 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑥′ pertencer a I.  
(definição usando a estrutura vetorial dos reais). 
 
A.2 Classificação de Intervalos 
 
A seguinte classificação de intervalos não vazios é conveniente: 
- Intervalos compactos: 
 𝐼 =  𝑎, 𝑏   (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 𝑐𝑜𝑚 𝑎 ≤ 𝑏)       (A.1) 
- Intervalos limitados, porém não fechados:  
  𝑎, 𝑏 ,  𝑎, 𝑏 , ]𝑎, 𝑏[  (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 < 𝑏)       (A.2) 
- Intervalos com limite superior e sem limite inferior: 




- Intervalos com limite inferior e sem limite superior: 
 [𝑎, +∞[ 𝑒 ]𝑎, +∞[    (𝑎 ∈ 𝑅)        (A.4) 
- O único intervalo sem limites inferior e superior chamado intervalos dos reais. 
 
A.3 Gráfico e Epigráfico 
 
Utilizando a definição básica de função 𝑓: 𝐷 → 𝑅  define-se: 
O gráfico de f é o subconjunto de 𝐷 × 𝑅. 
  
)}(:),{( xfreDxrxfgr         (A.5) 
 
O Epigráfico de f é o conjunto de pontos que estão no ou acima do gráfico. 
 
)}(:),{( xfreDxrxfepi         (A.6) 
  
O Epigráfico estrito é definido substituindo na Equação (A.6) ≥ por >. 
 
Definição 1. Sendo I um intervalo não vazio dos reais, 𝑓: 𝐼 → 𝑅 é dita convexa em I 
quando, para todos os pares de pontos (𝑥, 𝑥′) no Intervalo I e todos os 𝛼 ∈ ]0,1[: 
 
)'()1()()')1(( xfxfxxf         (A.7) 
 
Se trocarmos na desigualdade (A.7) o ≥ por > tem-se a definição de uma função 
estritamente convexa. 
Uma função convexa também pode ser definida considerando I, o intervalo dos reais, 
𝑓: 𝐼 → 𝑅 é convexa no intervalo I se, e somente se, epi f é um subconjunto convexo do 𝑅2. 
Equivalente a dizer que uma função é convexa quando a epígrafe estrita é convexa. 
O sentido geométrico da convexidade pode ser mostrado considerando o segmento 
𝑃𝑥𝑃𝑥 ′  juntando o ponto 𝑃𝑥 = (𝑥, 𝑓 𝑥 ) ao ponto 𝑃𝑥 ′ = (𝑥′, 𝑓 𝑥′ ) da Figura A1. 
Geometricamente, f é convexa se, para todo 𝑥, 𝑥′ no intervalo I e para todo u em ]𝑥, 𝑥′ [, o 





Figura A1 – Propriedade fundamental de um Epigráfico convexo. 
  
 A Figura A1 mostra que a derivada da função em 𝑥 é menor que a derivada da 
função em u que é menor que a derivada da função em  𝑥′ . 
 




Seja f uma função cujos valores são reais ou ±∞ e cujo domínio é um subconjunto S 
de R
n
. O conjunto definido pela Equação (A.8) é denominado de epigráfico de f e 
representado por epi f. A Figura A2 ilustra o epigráfico de uma função f(x) de uma única 
variável. 
{(𝑥, 𝜇)/𝑥 ∈ 𝑆, 𝜇 ∈ 𝑆, 𝜇 ≥ 𝑓(𝑥)}       (A.8) 
 
Figura A2 - Epi f x, sendo f xfunção de uma única variável. 
 
Diz-se que a função f é convexa se epi f é um subconjunto convexo de R
n+1
. Isto é, f é 
convexa se o segmento de reta que passa por um par de pontos pertencentes à epi f também 




A.5 Funções Convexas Conjugadas 
 
A definição de funções conjugadas surge, naturalmente, do fato que o epigráfico de 
uma função convexa própria (epi f) em R
n
 é a interseção dos semi-espaços fechados que o 
contêm. Por definição o epigráfico de uma função convexa própria é um conjunto convexo 
fechado, de forma que o Teorema 1, apresentado a seguir, pode ser aplicado.  
 
Teorema 1. Um conjunto convexo fechado 𝐶 é a interseção dos semi-espaços fechados 
que o contêm. 
 
Sejam ∅ ≠ 𝐶 ≠ 𝑅𝑛 , 𝑎 ∉ 𝐶, 𝐶1 =  𝑎  𝑒 𝐶2 = 𝐶. Existe um hiperplano separando 𝐶1 e 
𝐶2 tal que um dos semi-espaços associado a esse hiperplano contém 𝐶, mas não contém a. O 
mesmo ocorre para os semi-espaços associados a outros hiperplanos que dividem o espaço em 
semi-espaços. Portanto, a interseção dos semi-espaços fechados que contém C, não contém 
outros pontos além daqueles pertencentes a C. A Figura A3 ilustra o conceito. 
 
 





podem ser representados por funções lineares da forma 
apresentada na Equação (A.9).  





, as funções h(x) apresentadas na Equação (A.9) são retas que dividem o espaço 
bidimensional em semi-espaços. Dessa forma, o epigráfico de h(x) (epi h) é um semi-espaço, 
conforme apresentado na Figura A4. 
 




Sejam funções h(x) da forma apresentada na Equação (A.9) e seja f(x) uma função 
convexa, tal que h(x) ≤ f (x). Os epigráficos das funções h(x), apresentados na Equação 
(A.10), são semi-espaços fechados que contém o epigráfico de f(x), conforme ilustrado na 
Figura A5. 
 
Figura A5 - Semi-Espaços fechados que contêm epi f(x). 
 
𝑒𝑝𝑖 𝑕 = {(𝑥, 𝛽)/𝛽 ≥ < 𝑥, 𝑥∗ > −𝜇∗}               (A.10) 
 
Pelo Teorema 1, o epigráfico de f(x) é a interseção dos semi-espaços fechados que o 
contêm, isto é, dos epigráficos de h(x), conforme ilustrado na Figura A6. Observa-se, nessa 
figura, que em cada ponto x existe um hiperplano tangente à função f(x). Dessa forma, f(x) 
assume, em cada ponto x, o valor da função h(x) associada ao hiperplano tangente a f(x) no 
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ponto. Como h(x) ≤ f (x), a função f(x) assume o maior valor entre aqueles assumidos pelas 
funções h(x) no ponto. O Teorema 2 enuncia o exposto. 
 
 
Figura A6 - Epi f(x) E hiperplanos tangentes a f(x). 
 
Teorema 2. Uma função convexa fechada f(x) é, ponto a ponto, o máximo da coleção 
de todas as funções h(x), tais que h(x) ≤ f (x). 
 
Matematicamente, o Teorema 2 pode ser descrito através da Equação (A.11). 
𝑓 𝑥 = sup{𝑕𝑖(𝑥)/𝑖 ∈ 𝐼} = sup{ 𝑥, 𝑥
∗ − 𝜇∗}              (A.11) 
Finalmente, o epigráfico de f(x) é dado pela Equação (A.12). 
𝑒𝑝𝑖 𝑓 = {(𝑥, 𝛽)/𝛽 ≥ sup{𝑕𝑖 𝑥 }}                (A.12) 
A partir das Equações (A.10), (A.11) e (A.12) pode-se chegar à definição de função 
conjugada. Segundo a Equação (A.10), para que os pontos (x, b) pertençam a epi h, é 
necessário que  𝑥, 𝑥∗ −  𝜇∗ - 𝛽 ≤ 0. No entanto, considerando que epi f ⊂ epi h e tendo em 
vista que 𝛽 ≥ f(x) em epi f, então  𝑥, 𝑥∗ −  𝜇∗ − 𝑓(𝑥) ≤ 0 também se aplica. Como essa 
desigualdade deve ser satisfeita para todo e qualquer x ∈ C, então 𝑠𝑢𝑝𝑥  ∈ 𝐶  { 𝑥, 𝑥
∗ −  𝜇∗ −
𝑓(𝑥)} ≤ 0. Essa condição pode ser reescrita conforme apresentado na Equação (A.13). 
 𝜇∗ ≥ 𝑠𝑢𝑝𝑥  ∈ 𝐶   𝑥, 𝑥
∗ − 𝑓(𝑥)/𝑥 ∈ 𝑅𝑛}               (A.13) 
A Equação (A.13) representa o epigráfico de uma função 𝑓∗ definida conforme 
apresentado na Equação (A.14). A função 𝑓∗ é a função conjugada de 𝑓, também denominada 
de Transformada de Legendre-Fenchel da função f. Ponto a ponto, a função 𝑓∗ corresponde ao 
máximo de todas as funções 𝑔 𝑥∗ =  𝑥, 𝑥∗ − 𝜇, tais que os pontos (𝑥, 𝜇) pertencem ao 
epigráfico de f. 
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𝑓∗ 𝑥∗ = 𝑠𝑢𝑝𝑥{ 𝑥, 𝑥
∗ − 𝑓 𝑥 }                (A.14) 
Da mesma forma, a função f(x) pode ser obtida a partir da Equação (A.15). 
𝑓 𝑥 = 𝑠𝑢𝑝𝑥∗{ 𝑥, 𝑥
∗ − 𝑓∗ 𝑥∗ }                (A.15) 
 
 A.6 Funções positivas-homogêneas, funções próprias e funções fracas semi-
contínuas (l.s.c.) 
 
Uma função f é dita positiva-homogênea se: 
𝑓 𝛼𝑥 = 𝛼𝑓 𝑥     ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝛼 > 0                (A.16) 
Uma função f é dita própria se: 
𝑓 𝑥 < +∞ para pelo menos um 𝑥 ∈ 𝑋  e  𝑓 𝑥 > −∞ ∀𝑥 ∈ 𝑋            (A.17) 
Finalmente, uma função f é dita fraca semi-contínua (l.s.c) se 
𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ inf𝑓(𝑥𝑛) ≥ 𝑓(𝑥)                 (A.18) 
para qualquer seqüência {𝑥𝑛} convergindo para x. 
 
 A.7 Subgradiente e subdiferencial 
 
Um vetor 𝑥∗ é o subgradiente de uma função convexa f em um ponto x se a 
desigualdade apresentada na Equação (A.19) for satisfeita. 
𝑓 𝑧 ≥ 𝑓 𝑥 +  𝑥∗, 𝑧 − 𝑥   ,      ∀𝑧                (A.19) 
Essa desigualdade possui um significado geométrico simples quando f é finita em x. 
Significa que o gráfico de uma função h(z) = f (x) +  𝑥∗, 𝑧 − 𝑥  é um hiperplano suporte não 
vertical de epi f no ponto (x,f(x)). Uma vez que h(z) é um hiperplano suporte de epi f em 
(x,f(x)), a função h(z) possui o mesmo valor que a função f(z) nesse ponto. No entanto, para 
todos os outros pontos h(z) < f (z). A Figura A7 ilustra esse conceito. 
O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado de subdiferencial de f em x 




Figura A7 - Significado geométrico da desigualdade do subgradiente. 
 
 
Figura A8. Subdiferencial. 
 
 A.8 Funções definidas para subconjuntos convexos  
 
Existe uma série de correspondências úteis entre subconjuntos convexos e funções 
convexas. A mais simples associa a cada subconjunto C em R
n
 uma função Indicatriz definida 
conforme apresentado na Equação (A.20). 
𝐼𝐶 𝑥 =  
0,        𝑥 ∈ 𝐶
+∞,   𝑥 ∉ 𝐶
                   (A.20) 
Outra função importante é a função gauge definida conforme apresentado na Equação 
(A.21). Nessa equação inf{x} representa o menor valor de um subconjunto.  
𝛾𝐶 𝑥 = inf{𝜇 ≥ 0 𝑥 ∈ 𝜇𝐶}                 (A.21) 
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Em outras palavras, a função gauge representa o menor fator positivo pelo qual um 
subconjunto pode ser multiplicado de forma que x continue a pertencer ao subconjunto após a 
multiplicação. O sentido dessa função pode ser melhor compreendido para subconjuntos 
contendo a origem. Nesses casos, a função gauge assume valor 1 para qualquer ponto 
pertencente a fronteira do subconjunto, assume valores menores do que a unidade para pontos 
internos do subconjunto e maior do que a unidade para valores que estão fora do subconjunto. 
Outra função amplamente utilizada na análise convexa é a função suporte de um 
conjunto convexo 𝐶. A Equação (A.22) define matematicamente a função suporte. 
 
𝛿∗(𝑥∗/𝐶) = sup{ 𝑥, 𝑥∗  /𝑥  𝜖 𝐶}                (A.22) 
 
Por definição, a função suporte de um conjunto convexo 𝐶 descreve todos os semi-
espaços fechados que o contêm. De fato, tem-se que 𝐶 ⊂  𝑥/ 𝑥, 𝑥∗  ≤ 𝛽  se e somente se 
𝛽 ≥ 𝛿∗(𝑥∗/𝐶). 
Finalmente, o cone normal de um conjunto convexo 𝐶 é dado pela expressão 
apresentada na Equação (A.23). A Figura A9 ilustra o conceito. 
 
 
Figura A9 - Cone normal de um conjunto convexo C. 
 
𝑁𝐶 𝑥 = { 𝑥
∗, 𝑦 − 𝑥 ≤ 0, ∀𝑦 ∈ 𝐶}                            (A.23) 
 
É interessante ressaltar que o subdiferencial de uma função indicatriz de qualquer 
conjunto convexo 𝐶 é o cone normal desse conjunto, conforme apresentado nas Equações 
(A.24), (A.25) e (A.26). 
 
𝜕𝐼𝐶 𝑥 = {𝐼𝐶 𝑧 − 𝐼𝐶 𝑥 ≥  𝑥
∗, 𝑧 − 𝑥 }                (A.24) 
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𝜕𝐼𝐶 𝑥 = {0 ≥  𝑥
∗, 𝑧 − 𝑥 }                  (A.25) 
𝜕𝐼𝐶 𝑥 = 𝑁𝐶(𝑥)                   (A.26) 
 
Considerando o a região P de tensões e forças termodinâmicas admissíveis, faz-se 
necessário, também, definir a região convexa das taxas de tensões e das taxas de forças 
termodinâmicas admissíveis. Adota-se, para essa região, o cone polar negativo de 
𝜕𝐼𝑛𝑑𝑃 𝜎, 𝐴  definido em (A.27) e ilustrado pelas flechas na Figura A10. 
 
 
Figura A10 – Cone polar negativo. 
 
     1,,  AIndPA P    (A.27) 
 
A.9 Subdiferencial e Funções Conjugadas 
 
Teorema 3. Seja X um espaço reflexivo de Banach, e seja 𝑔: 𝑋 → 𝑅 uma função 
própria, convexa e fraca semi-contínua. Dados Xx  e ** Xx  , então 
   ** xgxxgx C  (A.28) 
onde  xg  é o subdiferencial da função )(xg  e Cg  é a função conjugada de g . As 
definições de funções próprias, funções convexas e funções fracas semi-contínuas (l.s.c) são 
apresentadas na seção A.6. 
Considerando o espaço de tensões generalizadas no plano das forças termodinâmicas 
por PA aplica-se o seguinte Lema. 
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Lema. Seja a função ),( Af   não-negativa e convexa, com   00 f  e sejam as forças 
termodinâmicas *A  um ponto no interior do  fdom  tal que   0, * Af  . Seja  
    *,,/ AfAfAPA   . Então APInd

 , se e somente se, existir  0  tal que 
 *, Af  

. A função f  pode ser uma função que apresenta bicos e cúspedes.  
 
A.10 Gradiente de Função em domínios de conjuntos compactos 
Teorema 4. Para qualquer conjunto compacto pRY  , seja nRg :  x RY   uma 
função que satisfaz as seguintes propriedades: 
 para cada nRx , ),( xg  é semi-contínua superior; 
 para cada Yy , ),( yg   é convexa diferenciável; 




 é finita em nR ; 
 em algum nRx , ),( xg é maximizada em um único Yxy )(  
então, f  é diferenciável em x , e seu gradiente é: 
   )(, xyxgxf x  (A.29) 
 
A.11 Existência de solução única de um problema de minimização para uma função 
convexa 
 
Teorema 5. Seja X um espaço reflexivo de Banach, K um subconjunto não-vazio, 
fechado e convexo de X e f um funcional próprio, convexo e l.s.c em K. Assumindo que: 
𝑓 𝑥 → ∞      𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜     𝑥 𝑋 → ∞, 𝑥 ∈ 𝐾                          (A.30) 
Então, o problema de minimização: 
inf𝑥∈𝐾 𝑓(𝑥)                   (A.31) 
possui solução. Além disso, se f é estritamente convexo, a solução do problema de 





APÊNDICE B. SUPREMO E ÍNFIMO 
 
O objetivo deste anexo é introduzir os conceitos do cálculo integral para enunciarmos 
a propriedade do supremo. O material deste anexo foi baseado nos conceitos do cálculo 
integral (Guidorizzi, 2001).  
Seja 𝑆 um subconjunto de um conjunto 𝑃 parcialmente ordenado pela relação ≤. 
Um elemento 𝑀 ∈ 𝑃 é dito majorante ou cota superior de 𝑆 se: 
𝑥 ≤ 𝑀,   ∀𝑥 ∈ 𝑆 
Um elemento 𝑚 ∈ 𝑃 é dito minorante ou cota inferior de 𝑆 se: 
𝑚 ≤ 𝑥,   ∀𝑥 ∈ 𝑆 
Um elemento 𝑠 ∈ 𝑃 é dito supremo de 𝑆 se for o menor do majorantes: 
𝑥 ≤ 𝑠,   ∀𝑥 ∈ 𝑆 𝑒 
𝑥 ≤ 𝑠′,   ∀𝑥 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑠 ≤ 𝑠′ 
Um elemento 𝑖 ∈ 𝑃 é dito ínfimo de 𝑆 se for o maior dos minorantes:  
𝑖 ≤ 𝑥,   ∀𝑥 ∈ 𝑆 𝑒 
𝑖′ ≤ 𝑥,   ∀𝑥 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑖′ ≤ 𝑖 
Um majorante 𝑀 ∈ 𝑃 é dito máximo de 𝑆 se pertence a 𝑆. Um minorante 𝑀 ∈ 𝑃 é dito 
mínimo de 𝑆 se pertence a 𝑆.  
B.1 Notação 
Se um conjunto 𝑆 possui máximo, ele é denotado:  
𝑚𝑎𝑥 𝑆 = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈𝑆𝑥 
Se um conjunto 𝑆 possui mínimo, ele é denotado:  
𝑚𝑖𝑛 𝑆 = 𝑚𝑖𝑛𝑥∈𝑆𝑥 
Se um conjunto 𝑆 possui supremo, ele é denotado:  
𝑠𝑢𝑝 𝑆 = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑆𝑥 
Se um conjunto  possui ínfimo, ele é denotado:  




1. [0,1] possui um elemento mínimo 0 e máximo 1, o supremo desse conjunto é 1 e o 
ínfimo desse conjunto vale 0.  
2. [0,1) possui um elemento mínimo 0, seu supremo nos reais é o 1 que não pertence 
ao conjunto. O ínfimo desse conjunto é igual ao seu elemento mínimo e o máximo não existe. 
3. {𝑥 ∈ 𝑄: 𝑥2 ≤ 2} Esse conjunto possui um supremo real, √2 e infinitas cotas 
superiores racionais. No entanto, não possui supremo nos números racionais. 
B.3 Propriedade do Supremo 
Todo conjunto de números reais, não-vazio e limitado superiormente admite um 
supremo.  
Pelo fato do conjunto dos reais 𝑅 satisfazer a propriedade do supremo, dizemos que 𝑅 
é um corpo ordenado completo. Os teoremas centrais do cálculo dependem dessa propriedade 
de R. Todo conjunto de números reais, não-vazio e limitado inferiormente admite um ínfimo.  
Considerando os reais estendidos, 𝑅𝑒 = 𝑅⋃{−∞, +∞}, podemos considerar: O 
supremo de um conjunto não limitado superiormente é definido como +∞. O ínfimo de um 
conjunto não limitado inferiormente é definido como −∞. Na notação de supremo, temos que 
uma função 𝑓: 𝐷 → 𝑅 é limitada se e somente se:  
∃ 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝐷 𝑓(𝑥) , ou considerando os reais estendidos, 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝐷 𝑓(𝑥) < ∞. 
B.4 Supremo e ínfimo do conjunto vazio 
Ainda considerando os números reais estendidos, por completeza e a fim de manter a 
monotonicidade, definem-se o supremo e o ínfimo do conjunto vazio (quando este é visto 
como um subconjunto dos reais): 
𝑠𝑢𝑝 ∅ = −∞ 
𝑖𝑛𝑓 ∅ = ∞ 
 
